Uitwerkingen CCVW Wiskunde B 18-12-2021

Vraag 1la - 7 punten
f)=x+x71 dus f'(x)=1—x"2
_— e i - 1 1\ 72
De richtingscoéfficiént van de raaklijn is dus f' (— E) =1- (— E) =1-22=1-4=-3
Invullen van de codrdinaten van P in y = =3x + b ofin y —y, = —=3(x — x,,) geeft
1 1 1 1
—22=1l+beb=—4of y+2i=-3(x+])ey=-3x-4
Yo=0=-3x5—4=0x, = —1%, dus Q is het punt (—1%,0)
xg = 0 = yp = —4, dus R is het punt (0, —4)

Ditgeeftd(Q,R):J(—1§—o)2+(0—(—4))2=\/(§)2+42= /19_6+ 16 = |72 =210

Vraag 1b - 8 punten

Om de oppervlakte van dit vlakdeel te berekenen, moet je de x-codrdinaat van het
rechter snijpunt van de grafiek van f en de lijn x = 2 % weten.

f(x)=2%@x+§=2%@x2+1=2%x®x2—2%x+1=0®x=%Vx=2

Voor het rechter snijpunt geldt dus x = 2

1
De oppervlakte van het vlakdeel is dus flz f(x) —x dx + f2252 é —x dx

2 1 221 21 22 1 1 1 1%
=[[x+o—xdx+ 2o —xde=[-de+ [220—x dx= [ln(x)]§+[25x—5x2]22
=In(2) -In() +2-2-(5-2)=In@2) -0+ 2 -3 =1n(2) +;

De tweede integraal kan ook berekend worden als de oppervilakte van de driehoek met hoekpunten

(2,2 i) (2% 2 %) en (2.2). De oppervlakte van deze driehoek is 1.1122

De oppervlakte van het vlakdeel kan ook berekend worden met

1 1
fZEZ%—x dx—ffZ%—f(x) dx = 72

1 2.1 1
. P25 —xde— [f20—x——dx

1
I P SV U LR P SV SR 225 28 (51 1\ _c_o_ (gl 1_
—[22x 2x]1 [22x tx ln(x)]1—4 2 (22-)-(5-2-@) - 21 -1-m))

=2 2-3-Mm@)-2-0)=2-(1-In(2)=In@2) +;
De eerste integraal kan ook berekend worden als de oppervlakte van de driehoek met hoekpunten

1 1 1 . .1 1 1 9
(1,2 E)’ (2;,25) en (1.1). De oppervlakte van deze driehoek is > 15- 15 =
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Vraag 2a - 3 punten
x? + px +p = 0 heeft twee oplossingen als D = p? — 4p > 0
p’—4p=0p=0Vp=4,dusD >0 p<0Vvp>4

Omdat p # 0 is x = 0 niet één van die twee oplossingen, dus zijn er twee snijpunten met de x-as als

p<Oenalsp >4

Vraag 2b - 3 punten
Verticale asymptoot: x =0
x2+2x+2 2
g(x) =———=x+2+-
X X

) ) . 2
Dit geeft xl_lglm(gz () -(x+2)= xl_1)rinm (') =0

X

De scheve asymptoot is zodoende y = x + 2

Alternatief voor de berekening van de scheve asymptoot:
gr(x) =1 —XZ—Z, dit geeft lirll g2'(x) = 1.
X—1T 00
De scheve asymptoot heeft dus een vergelijking van de vorm y =x +b
lim (g,(x) — (x + b)) = 0 geeft dan
x—>+too

X2 4+2x+2 )
S ——

2 2
= lim (x+2+——x)= lim (2+—>=2
X X

X—+oo X—+oo X

b= xlgrirlw(gz (x) —x) = Jim (

De scheve asymptoot is zodoende y = x + 2

Vraag 2c - 8 punten
Noem het middelpunt van de cirkel M.
De cirkel raakt aan de grafiek als MP loodrecht staat op de raaklijn aan de grafiek in P.
Qx+2) x—(?+2x+2)-1 2x*+2x—-x>—-2x—-2 x*-2
x? B x? T x2

g2(x) =

of g(x) = x+2+2 geeft gy(x) =1-=

Dit geeft gj(2) =2 =1-2=~.

MP heeft dus richtingscoéfficiént —2.

Invullen van de codrdinatenvan P in y = ax + b ofin y —y, = —2(x — x,,) geeft
5=—4+bob=9 of y—5=-2(x—2)

De vergelijking van lijn MP is dus y = —2x + 9 en M is het punt (0,9)

d(M,P) =/(2—0)2+ (5 - 9)? = V4 + 16 = V20

De vergelijking voor de cirkel is zodoende x2 + (y —9)? = 20
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Vraag 3a - 4 punten

F'(x) = %+é-4cos(4x) =%+§cos(4x) =%+§(2 cos?(2x) — 1) = §+ cos?(2x) —% = f(x)

Alternatief
cos(2t) = 2 cos?(t) — 1 geeft cos?(t) = écos(Zt) +§

Dit geeft f(x) = %cos(4x) +%
f ~ cos(dx) dx = - = sin(4x) (+€) = =sin(4x) (+)
2 2 4 38

Dus [ f(x) dx = =sin(4x) +x (+C) = F(x) (+C)

Vraag 3b - 4 punten
f(x)=0=>cos(2x)=0<:>2x=§n+k-n(:>x=%n+k-%n

Te berekenen is dus

1 1 11 1 . 1 1 . 1 1 1 1
fo‘*nf(x) dx=F(Zn)—F(O)=E-Z7T+§sm(n)—(E-O+§sm(0))=§n+§-0—0—§-0=§n

Vraag 3c - 6 punten

f (én) = cos? G”) = (%x/i)z = % dus P ligt inderdaad op de grafiek van f

f'(x) = 2cos(2x) - [cos(2x)]’ = 2 cos(2x) - (—2sin(2x)) = —4sin(2x) cos(2x)

Dit geeft f"(x) = —4[sin(2x)]’ - cos(2x) + (—4 sin(2x)) - [cos(2x)]'

= —4 -2 cos(2x) - cos(2x) — 4 sin(2x) - (=2 sin(2x)) = —8 cos?(2x) + 8sin?(2x)
Ook: f'(x) = —2sin(4x) geeft f"'(x) = —8cos(4x)

Hieruit volgt f" (%T[) = —8 cos? Gn) + 8ssin? Gn) =-8- G\/f)z +8- (l\/f)z =0
of f" (%n) = —8cos Gn) =-8:-0=0
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Vraag 3d - 3 punten
f'(x) = —4sin(2x) cos(2x) (= —2sin(4x))

£ (5m) = —asin(Gr) cos (3) = —4-(3¥2) - (52) = —4-3= =2
of f'(3m)=-2sin(in)=-2-1=-2

De buigraaklijn snijdt de x-as onder een hoek van tan™1(2) ~ 63°
De hoek met de y-as is dus 90° — 63° = 27°

De hoek kan ook berekend worden met:

((_12)(2» 1-04(=2)1 2 =

— _ — -1(_ = ~ o
cos(a) = |(_12)||((1))| RN T PR dus a = cos ( ﬁ) 153

Vraag 3e - 7 punten

f(x) = g(x) © cos?(2x) = 4%cos(2x) — 2 & cos?(2x) — 4%cos(2x) +2=0
De substitutie y = cos (2x) geeft

Y4y +2=0oy=

dus cos(2x) =y =4 of cos(2x) =y = %
cos(2x) = 4 heeft geen oplossingen
1 1
cos(2x) = 5e cos(2x) = cos (5 n)
Dit geeft 2x=i§n+k-2n=>x= i%n+k-n

. 1 1 5
Oplossingenmet 0 <x <m: x=_m en x=—_m+mT=_7
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Vraag 4a - 6 punten

M(15,5) is het middelpunt van ¢ en de straal van cis r =25 =5

Een normaalvector van lijn m is (_34) want <(i) (_34)) =-12+12=0

X —
Een vectorvoorstelling van de lijn door M die loodrecht op m staat is dus y) ( ) ( 34)

(155) tH (_34) = (100) +4 (i) < {és+_33#==18 i ii < {_4312_—3:,11_515 < { 1122;5— 196/11:_2?)5

Deze vergelijkingen optellen geeft —254=-25© 1=1 (en u=23)

Het snijpunt S van deze lijnenis dus (0 + 3,10+ 4) = (3,14) (= (15+3-(—4),5+3:3))
d(S,M) = /(15 —3)2 + (5 — 14)2 = V144 + 81 = V225 = 15 (= 37)

Dit geeft d(m,c) =d(S,c)=15—-r=15-5=10

of dim,c)=d(S,c)=3r—r=2r=2-5=10

Alternatief met vergelijkingen van de lijnen

Een normaalvector van lijn m is (_34) want <(i) (_34)) =-12+12=0

of de richtingscoéfficiént van lijn m is i—z = g

Een vergelijking voor lijn mis —4x + 3y =30 of y = gx + 10
Een vergelijking voor de lijn door M die loodrecht op m staatis 3x + 4y = 65
of y=-— 2x+162

4 4

{—4x+3y =30 o {—12x+9y =90
3x +4y =65 12x + 16y = 260

of Zx+10=—2x+16; @ “x+-x=6,©25r=6;-12=750x=3 en y =14

=>25y=350ey=14 en x =3

d(S,M) = /(15 —3)2 + (5 — 14)2 = V144 + 81 = V225 = 15
Dit geeft d(m,c) =d(S,c) =15—-r=15-5=10

Alternatief met de afstandsformule
Een vergelijking voor liin mis —4x+3y =30 —4x +3y—-30=0

la-xp+b-ypm+c|

De afstandsformule d(M,m) = N geeft dan
|-4-15+3-5-30] |—-60+15-30] 75
d(M,m) = = =—=15
[(—4)Z + 32 \/25 5

Dit geeft d(m,c) =15—r=15-5=10
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Vraag 4b - 6 punten

O s,

Voor een cirkel met twee raaklijnen geldt dat de lijn door het snijpunt van de raaklijnen S
en het middelpunt van de cirkel P een bissectrice is van de raaklijnen

Dit staat als cirkeleigenschap in de boeken, dus hoeft niet aangetoond worden.

Het kan indien gewenst als volgt aangetoond worden:

d(A,P) = d(P,B) en SP is een gemeenschappelijke zijde van de rechthoekige driehoeken SPA en
SPB. Daaruit volgt dat d(S, A) = d(S, B), dus zijn deze driehoeken gelijkvormig.

Dit geeft LPSA = 2PSB.

Lijn I is de lijn die ook raakt aan de cirkel met middelpunt Q.
Neem nu voor S het snijpunt van | met de lijn door P en Q en trek de raaklijn m
vanuit S naar punt B

De lijn door S en Q is een bissectrice van de raaklijnen uit S aan de cirkel met middelpunt Q.
Als we de raakpunten C en D noemen, met C op lijn I, dan geldt:
2QSD = 2QSC = £PSA = £PSB, dus is m ook raaklijn aan de cirkel met middelpunt Q
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Vraag 5a - 5 punten

f() = g(x) =In(3)  In(2x + 1) = 3In(x) = In(3) & In(2x + 1) = In (x%) = In(3)

Dit geeft In((2x + 1)/vx) = In(3)

Hieruitvolgt 2x 4+ 1)/Vx =3 © (4x*+4x+1)/x =9 4x2 +4x+1=9x © 4x2 —5x+1 =0
5-V9 1

1 en x -
8 4

Oplossingen: x = 5*;/6 =

Kan ook met de substitutie y = /x:

2
2y’ +1=3y e 2y? -3y+1=0&y=1Vy=1 dusx=12=1 of x=(3}) =

Vraag 5b - 5 punten
hyp(@=0a+e®=02a+1=0a=-1

flx) =

2x+1
Dit geeft f'(0) = 2, dus moet ook gelden h,(0) = 2
hay(x) = beP*

hl,(0) =2 geeftdan b-e°=2ob-1=2b=2

Vraag 5Cc - 6 punten

T J:n(Z)(hm(x))z dx=m- fo

In(2) In(2) In(2)
9+6ex+(ex)2dx=7r-j 9 + 6e* + e?* dx

(3+e")2dx=7r-j
0

0

In(2)
=1 [9x + 6e* + %ez"]o =- (9 In(2) + 6@ + %ez In(2) (0 + 6e + %eo))

:n-<9ln(2)+6-2+§-4—(0+6+§)>=n-(91n(2)+7§)
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