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Uitwerkingen CCVW Wiskunde B 21 juli 2026 

Vraag 1a  -  5 punten 

𝑝𝑎
′ (𝑥) = 4𝑥3 − 3𝑎𝑥2 + 2𝑎𝑥 − 𝑎;  𝑝𝑎

′′(𝑥) = 12𝑥2 − 6𝑎𝑥 + 2𝑎 

Er zijn twee buigpunten als de vergelijking 12𝑥2 − 6𝑎𝑥 + 2𝑎 = 0 twee oplossingen heeft 

De discriminant van deze vergelijking is  𝐷 = (6𝑎)2 − 4 ⋅ 12 ⋅ 2𝑎 = 36𝑎2 − 96𝑎 

Er zijn dus twee buigpunten als  36𝑎2 − 96𝑎 > 0 

36𝑎2 − 96𝑎 > 0 ⇔ 3𝑎2 − 8𝑎 > 0 ⇔ 𝑎(3𝑎 − 8) > 0 

Dit geeft  𝑎 > 0 ∧ 3𝑎 − 8 > 0 ⇔ 3𝑎 > 8 ⇔ 𝑎 >
8

3
  of  𝑎 < 0 ∧ 3𝑎 − 8 < 0 ⇔ 𝑎 < 0 

Kan ook met: 

12𝑥2 − 6𝑎𝑥 + 2𝑎 = 0 ⇔ 6𝑥2 − 3𝑎𝑥 + 𝑎 = 0 

𝐷 = (3𝑎)2 − 4 ⋅ 6 ⋅ 𝑎 = 9𝑎2 − 24𝑎 

𝐷 > 0 ⇔ 9𝑎2 − 24𝑎 > 0 ⇔ 3𝑎2 − 8𝑎 > 0 ⇔ 𝑎(3𝑎 − 8) > 0 ⇔ 𝑎 < 0 ∨ 𝑎 >
8

3
 

Vraag 1b  -  5 punten 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ⇔ 𝑥2 + 𝑥 + 1 = −𝑥2 − 𝑥 + 13 ⇔ 2𝑥2 + 2𝑥 − 12 = 0 ⇔ 𝑥2 + 𝑥 − 6 = 0 

Dit geeft  (𝑥 + 3)(𝑥 − 2) = 0,  dus  𝑥𝐶 = −3  en  𝑥𝐵 = 2 

Hieruit volgt  𝑦𝐶 = 𝑓(−3) = ln(9 − 3 + 1) = ln(7)  en  𝑦𝐵 = ln(4 + 2 + 1) = ln(7) 

De punten 𝐵 en 𝐶 liggen dus op dezelfde hoogte 

De basis van driehoek 𝐴𝐵𝐶 is dus 𝐵𝐶 en de hoogte is 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴 = 𝑦𝐶 − 𝑦𝐴. 

De oppervlakte van driehoek 𝐴𝐵𝐶 is zodoende 

1

2
⋅ (𝑥𝐵 − 𝑥𝐶) ⋅ (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴) ⋅=

1

2
⋅ (2 − (−3)) ⋅ (ln(7) − 0) =

1

2
⋅ 5 ⋅ ln(7) =

5

2
ln(7)   (= ln(√16807)) 

Vraag 1c  -  5 punten 

𝑔(𝑥) = 0 ⇔ ln(−𝑥2 − 𝑥 + 13) = ln(1) ⇔ −𝑥2 − 𝑥 + 13 = 1 ⇔ −𝑥2 − 𝑥 + 12 = 0 ⇔ 𝑥2 + 𝑥 − 12 = 0 

⇔ (𝑥 − 3)(𝑥 + 4) = 0,  dus  𝑥𝐴 = 3 

𝑔′(𝑥) =
−2𝑥 − 1

−𝑥2 − 𝑥 + 13
 ⇒   𝑔′(3) =

−6 − 1

−9 − 3 + 13
=

−7

1
= −7 

De hoek tussen de raaklijn en de x-as is dus  | tan−1(−7) | ≈ 81,9° 

Vraag 1d  -  6 punten 

𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥) =
1

2
ln(49) ⇔ ln(−𝑥2 − 𝑥 + 13) − ln(𝑥2 + 𝑥 + 1) = ln (49

1
2) ⇔ ln (

−𝑥2 − 𝑥 + 13

𝑥2 + 𝑥 + 1
) = ln(7) 

Dit geeft  
−𝑥2−𝑥+13

𝑥2+𝑥+1
 = 7 ⇔ −𝑥2 − 𝑥 + 13 = 7(𝑥2 + 𝑥 + 1) ⇔ −𝑥2 − 𝑥 + 13 = 7𝑥2 + 7𝑥 + 7 

⇔ −8𝑥2 − 8𝑥 + 6 = 0 ⇔ 4𝑥2 + 4𝑥 − 3 = 0     (⇔ (2𝑥 − 1)(2𝑥 + 3) = 0) 

Oplossingen:  𝑥 =
−4±√16−4⋅4⋅−3

8
=

−4±√64

8
=

−4±8

8
,  dus  𝑥 =

1

2
∨ 𝑥 = −

3

2
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Vraag 2a  -  7 punten 

Uitwerking 1:  Met omzetting sin(𝐴) = cos(𝐴 −
1

2
𝜋) of sin(𝐴) = cos (

1

2
𝜋 − 𝐴) 

𝑓(𝑥) = 1 ⇔ cos(𝑥) = sin(4𝑥) ⇔ cos(𝑥) = cos(4𝑥 −
1

2
𝜋)  of  cos(𝑥) = cos (

1

2
𝜋 − 4𝑥) 

Beide geven  𝑥 = 4𝑥 −
1

2
𝜋 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ∨ 𝑥 =

1

2
𝜋 − 4𝑥 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 

𝑥 = 4𝑥 −
1

2
𝜋 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ −3𝑥 = −

1

2
𝜋 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ 𝑥 =

1

6
𝜋 + 𝑘 ⋅

2

3
𝜋  

𝑥 =
1

2
𝜋 − 4𝑥 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ 5𝑥 =

1

2
𝜋 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ 𝑥 =

1

10
𝜋 + 𝑘 ⋅

2

5
𝜋  

Oplossingen op het interval  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋: 

𝑥 =
1

6
𝜋,  𝑥 =

1

6
𝜋 +

2

3
𝜋 =

5

6
𝜋,  𝑥 =

1

10
𝜋,  𝑥 =

1

10
𝜋 + 2 ⋅

2

5
𝜋 =

9

10
𝜋 

De oplossing  𝑥 =
1

10
𝜋 +

2

5
𝜋 =

1

2
𝜋  vervalt omdat dan sin(4𝑥) = 0 

Uitwerking 2:  Met omzetting cos(𝑥) = sin (𝑥 +
1

2
𝜋) 

𝑓(𝑥) = 1 ⇔ cos(𝑥) = sin(4𝑥) ⇔ sin (𝑥 +
1

2
𝜋) = sin(4𝑥)  

Dit geeft  𝑥 +
1

2
𝜋 = 4𝑥 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ∨ 𝑥 +

1

2
𝜋 = 𝜋 − 4𝑥 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 

𝑥 +
1

2
𝜋 = 4𝑥 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ −3𝑥 = −

1

2
𝜋 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ 𝑥 =

1

6
𝜋 + 𝑘 ⋅

2

3
𝜋  

𝑥 +
1

2
𝜋 = 𝜋 − 4𝑥 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ 5𝑥 =

1

2
𝜋 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ 𝑥 =

1

10
𝜋 + 𝑘 ⋅

2

5
𝜋  

Met dezelfde oplossingen op het interval  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋  als in uitwerking 1 

Uitwerking 3:  Met omzetting cos(𝑥) = sin (
1

2
𝜋 − 𝑥) 

𝑓(𝑥) = 1 ⇔ cos(𝑥) = sin(4𝑥) ⇔ sin (
1

2
𝜋 − 𝑥) = sin(4𝑥)  

Dit geeft  
1

2
𝜋 − 𝑥 = 4𝑥 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ∨

1

2
𝜋 − 𝑥 = 𝜋 − 4𝑥 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 

1

2
𝜋 − 𝑥 = 4𝑥 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ −5𝑥 = −

1

2
𝜋 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ 𝑥 =

1

10
𝜋 + 𝑘 ⋅

2

5
𝜋  

1

2
𝜋 − 𝑥 = 𝜋 − 4𝑥 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ 3𝑥 =

1

2
𝜋 + 𝑘 ⋅ 2𝜋 ⇔ 𝑥 =

1

6
𝜋 + 𝑘 ⋅

2

3
𝜋  

Met dezelfde oplossingen op het interval  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋  als in uitwerking 1 

Vraag 2b  -  5 punten 

In een perforatie zijn de teller en de noemer van het functievoorschrift beide 0 

cos(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 =
1

2
𝜋.  Dit geeft  sin(4𝑥) = sin (4 ⋅

1

2
𝜋) = sin(2𝜋) = 0 

De x-coördinaat van de perforatie is dus  𝑥 =
1

2
𝜋 

sin(4𝑥) = 2 sin(2𝑥) cos(2𝑥) = 2 ⋅ (2 sin(𝑥) cos(𝑥)) ⋅ cos(2𝑥) = 4 sin(𝑥) cos(𝑥) cos(2𝑥) 

Dit geeft  lim
𝑥→

1

2
𝜋

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→

1

2
𝜋

cos(𝑥)

4 sin(𝑥) cos(𝑥) cos(2𝑥)
= lim

𝑥→
1

2
𝜋

1

4 sin(𝑥) cos(2𝑥)
 

                              =
1

4 sin(
1

2
𝜋) cos(2⋅

1

2
𝜋)

=
1

4 sin(
1

2
𝜋) cos(𝜋)

=
1

4⋅1⋅−1
= −

1

4
 

De y-coördinaat van de perforatie is dus  𝑦 = −
1

4
 

De y-coördinaat van de perforatie ook met de regel van de l’Hôpital berekend worden: 

Geen vwo examenonderwerp 

lim
𝑥→

1

2
𝜋

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→

1

2
𝜋

cos(𝑥)

sin(4𝑥)
= lim

𝑥→
1

2
𝜋

−sin(𝑥)

4 cos(4𝑥)
=

− sin(
1

2
𝜋)

4cos(2𝜋)
=

−1

4⋅1
= −

1

4
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Vraag 2c  -  4 punten 

ℎ′(𝑥) = −3 sin(𝑥) − 2 ⋅ 3 cos2(𝑥) ⋅ −sin(𝑥) = −3 sin(𝑥) + 6 cos2(𝑥) sin(𝑥) = 3 sin(𝑥) (−1 + 2 cos2(𝑥))  

         = 3 sin(𝑥) ⋅ (2 cos2(𝑥) − 1) = 3 sin(𝑥) ⋅ cos(2𝑥) = 𝑔(𝑥) 

Alternatief: 

ℎ′(𝑥) = −3 sin(𝑥) − 2 ⋅ 3 cos2(𝑥) ⋅ − sin(𝑥) = −3 sin(𝑥) + 6 cos2(𝑥) sin(𝑥) 

𝑔(𝑥) = 3 sin(𝑥) cos(2𝑥) = 3 sin(𝑥) (2 cos2(𝑥) − 1) = 6 sin(𝑥) cos2(𝑥) − 3 sin(𝑥) = ℎ′(𝑥) 

Kan ook met de substitutiemethode (geen vwo wiskunde B leerstof) 

∫ 𝑔(𝑥)  d𝑥 = ∫ 6 sin(𝑥) cos2(𝑥) − 3 sin(𝑥)  d𝑥 

                      = 2 ∫ 3 cos2(𝑥)  d cos(𝑥) + 3 ∫ − sin(𝑥)  d𝑥 = −2 cos3(𝑥) + 3 cos(𝑥) + 𝐶 

Vraag 2d  -  5 punten 

𝑔(𝑥) = 0 ⇔ sin(𝑥) = 0 ∨ cos(2𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = 0 + 𝑘 ⋅ 𝜋 ∨ 2𝑥 =
1

2
𝜋 + 𝑘 ⋅ 𝜋  

⇔ 𝑥 = 0 + 𝑘 ⋅ 𝜋 ∨ 𝑥 =
1

4
𝜋 + 𝑘 ⋅

1

2
𝜋 ⇔ 𝑥 = 0 ∨ 𝑥 = 𝜋 ∨ 𝑥 =

1

4
𝜋 ∨ 𝑥 =

3

4
𝜋  

De oppervlakte van het grootste vlakdeel is dus   

− ∫ 𝑔(𝑥)
3

4
𝜋

1

4
𝜋

 d𝑥 = −ℎ (
3

4
𝜋) + ℎ (

1

4
𝜋) = −3 ⋅ −

1

2
√2 + 2 ⋅ (−

1

2
√2)

3

− 1 + 3 ⋅
1

2
√2 + 2 ⋅ (

1

2
√2)

3

+ 1  

=
3

2
√2 − 2 ⋅

1

8
⋅ (√2)

3
+

3

2
√2 − 2 ⋅

1

8
⋅ (√2)

3
= 2 ⋅ (

3

2
√2 − 2 ⋅

1

8
⋅ 2√2) = 2 ⋅ (

3

2
√2 −

1

2
√2) = 2√2  
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Vraag 3a  -  7 punten 

Voor  𝑥 > 0  zijn zowel  √𝑥  als  e1−𝑥2
  positief. 

De minimale waarde van 𝑓 is dus  𝑓(0) = 0 

𝑓′(𝑥) =
1

2√𝑥
⋅ e1−𝑥2

+ √𝑥 ⋅ e1−𝑥2
⋅ −2𝑥 

𝑓′(𝑥) = 0 ⇔
1

2√𝑥
⋅ e1−𝑥2

− 2𝑥√𝑥 ⋅ e1−𝑥2
= 0 ⇔ (

1

2√𝑥
− 2𝑥√𝑥) ⋅ e1−𝑥2

= 0 

Dit geeft  
1

2√𝑥
− 2𝑥√𝑥 = 0 ⇔ 1 − 2𝑥√𝑥 ⋅ 2√𝑥 = 0 ⇔ 1 − 4𝑥2 = 0 ⇔ 𝑥2 =

1

4
 

Ook: 
1

2√𝑥
= 2𝑥√𝑥 ⇔

1

2⋅2
= 𝑥√𝑥 ⋅ √𝑥 ⇔

1

4
= 𝑥2 

Aangezien  𝑓(𝑥)  alleen bestaat voor  𝑥 ≥ 0  is de enige oplossing  𝑥 =
1

2
 

De maximale waarde van  𝑓(𝑥)  is dus  𝑓 (
1

2
) = √

1

2
⋅ e

3

4 

Vraag 3b  -  4 punten 

𝑔′(𝑥) = −
1

4
⋅ e2−2𝑥2

⋅ (−2 ⋅ 2𝑥) = −
1

4
⋅ e2−2𝑥2

⋅ (−4𝑥) = 𝑥 ⋅ e2−2𝑥2
  

ℎ(𝑥) = (√𝑥 ⋅ e1−𝑥2
)

2
= (√𝑥)

2
⋅ (e1−𝑥2

)
2

= 𝑥 ⋅ (e1−𝑥2
)

2
= 𝑥 ⋅ e2⋅(1−𝑥2) =  𝑥 ⋅ e2−2𝑥2

= 𝑔′(𝑥) 

Vraag 3c  -  5 punten 

𝑣(𝑝) = 𝜋 ⋅ ∫ (𝑓(𝑥))
2

𝑝

0

 d𝑥 = 𝜋 ⋅ ∫ ℎ(𝑥)
𝑝

0

 d𝑥 = 𝜋 ⋅ [𝑔(𝑥)]0
𝑝
 

        = 𝜋 ⋅ (−
1

4
⋅ e2−2𝑝2

− −
1

4
⋅ e2−0) =

1

4
𝜋 ⋅ (−e2−2𝑝2

+ e2) 

lim
𝑝→∞

e2−2𝑝2
= 0  geeft  lim

𝑝→∞
𝑣(𝑝) =

1

4
𝜋 ⋅ (0 + e2) =

1

4
𝜋 ⋅ e2 

Vraag 3d  -  7 punten 

𝑘(𝑥) = 𝑙(𝑥) ⇔ 4e
1

2
𝑥 = 2e

1

4
𝑥 ⇔ 4 (e

1

4
𝑥)

2

= 2e
1

4
𝑥 ⇔ e

1

4
𝑥 =

1

2
⇔

1

4
𝑥 = ln (

1

2
) ⇔ 𝑥 = 4 ln (

1

2
)     (= ln (

1

16
))  

Kan ook met:  4e
1

2
𝑥 = 2e

1

4
𝑥 ⇔ 2e

1

2
𝑥 = e

1

4
𝑥 ⇔ ln (2e

1

2
𝑥) = ln (e

1

4
𝑥) ⇔ ln(2) + ln (e

1

2
𝑥) = ln (e

1

4
𝑥) 

                                          ⇔ ln(2) +
1

2
𝑥 =

1

4
𝑥 ⇔

1

4
𝑥 = − ln(2) ⇔ 𝑥 = −

1

4
ln(2) =

1

4
ln (

1

2
) 

 

Te berekenen is dus  ∫ 𝑘(𝑥) − 𝑙(𝑥)
0

4 ln(
1

2
)

 d𝑥 = ∫ 4e
1

2
𝑥 − 2e

1

4
𝑥0

4 ln(
1

2
)

 d𝑥 

= [4 ⋅ 2e
1
2

𝑥 − 2 ⋅ 4e
1
4

𝑥]
1
4

ln(
1
2

)

0

= [8e
1
2

𝑥 − 8e
1
4

𝑥]
1
4

ln(
1
2

)

0

= 8 − 8 − 8e2 ln(
1
2

)
+ 8eln(

1
2

)
= −8e

ln((
1
2

)
2

)
+ 8eln(

1
2

)
 

= −8 ⋅ (
1

2
)

2

+ 8 ⋅
1

2
= −8 ⋅

1

4
+ 8 ⋅

1

2
= −2 + 4 = 2. 

Kan ook met   

∫ 𝑘(𝑥) − 𝑙(𝑥)
0

ln(
1

16
)

 d𝑥 = [8e
1
2

𝑥 − 8e
1
4

𝑥]
ln(

1
16

)

0

= 8 − 8 − 8e
1
2

ln(
1

16
)

+ 8e
1
4

ln(
1

16
)

= −8eln(
1
4

)
+ 8eln(

1
2

)
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Vraag 4a  -  3 punten 

Uitwerking 1: De lijn door 𝑂 en 𝑀 is een bissectrice van 𝑙 en 𝑚 

Punt 𝑀 ligt even ver van lijn 𝑙 als van lijn 𝑚 

Punt 𝑀 ligt dus op een bissectrice van lijn 𝑙 en lijn 𝑚 

∠𝑀𝑂𝑃 is de hoek tussen lijn 𝑙 en deze bissectrice, ∠𝑀𝑂𝑄 is de hoek tussen lijn 𝑚 en deze bissectrice. 

Deze hoeken zijn daarom gelijk 

Uitwerking 2: sin(∠𝑀𝑂𝑃) = sin(∠𝑀𝑂𝑄) 

Omdat lijn 𝑙 en lijn 𝑚 raken aan de cirkel, geldt  ∠𝑂𝑃𝑀 = ∠𝑂𝑄𝑀 = 90° 

Dit geeft  sin(∠𝑀𝑂𝑃) =
|𝑀𝑃|

|𝑀𝑂|
  en  sin(∠𝑀𝑂𝑄) =

|𝑀𝑄|

|𝑀𝑂|
 

Omdat |𝑀𝑃| en |𝑀𝑄| beide gelijk zijn aan de straal van cirkel 𝑐1 volgt hieruit dat de (sinussen van de) 
hoeken gelijk zijn 

Deze redenering is ook mogelijk met cosinus en tangens, maar dan moet wel extra opgemerkt worden 
dat |𝑂𝑃| = |𝑂𝑄| omdat de afstanden tussen de raakpunten en het snijpunt van de raaklijnen aan een 
cirkel altijd gelijk zijn 

Uitwerking 3: De driehoeken 𝑂𝑃𝑀 en 𝑂𝑄𝑀 zijn gelijkvormig 

De afstanden tussen de raakpunten aan de cirkel en het snijpunt van de raaklijnen zijn gelijk, 

dus |𝑂𝑃| = |𝑂𝑄| 

|𝑀𝑃| en |𝑀𝑄| zijn beide gelijk aan de straal van cirkel 𝑐1, de overeenkomstige zijden van de 

driehoeken 𝑂𝑃𝑀 en 𝑂𝑄𝑀 zijn zodoende gelijk 

Dit betekent dat deze driehoeken gelijkvormig zijn (ze zijn zelfs congruent!) en hieruit volgt dat de 
overeenkomstige hoeken ∠𝑀𝑂𝑃 en ∠𝑀𝑂𝑄 gelijk zijn 

Uitwerking 4: Gebruik dat 𝑀 op de lijn 𝑦 = 𝑥 ligt. 
Alleen toegestaan als bij de uitwerking van vraag 4b niet gebruikt wordt dat ∠𝑂𝑀𝑃 = ∠𝑂𝑀𝑄, 
dus niet toegestaan als uitwerking 1 van vraag 4b gegeven wordt. 
(In dat geval zijn 4a en 4b samen maximaal 3 punten waard). 

𝑦 = 3𝑥 ⇔ 𝑥 =
1

3
𝑦. De lijnen 𝑙: 𝑦 = 3𝑥 en 𝑚: 𝑦 =

1

3
𝑥 zijn dus elkaars spiegelbeeld in de lijn 𝑦 = 𝑥. 

De hoek 𝛼 tussen 𝑙 en de y-as is daarom gelijk aan de hoek tussen 𝑚 en de x-as 

Kan ook met: 

Voor de hoek 𝛼 tussen lijn 𝑙 en de y-as geldt tan(𝛼) =
𝑥𝑃

𝑦𝑃
=

𝑥𝑃

3𝑥𝑃
=

1

3
. 

Deze hoek is dus gelijk aan de hoek tussen lijn 𝑚 en de x-as. 

 

De hoek tussen de lijn door 𝑂 en 𝑀 en de y-as is gelijk aan ∠𝑀𝑂𝑃 + 𝛼 

De hoek tussen de lijn door 𝑂 en 𝑀 en de x-as is gelijk aan ∠𝑀𝑂𝑄 + 𝛼 

Beide hoeken zijn gelijk aan 45°, dus volgt  ∠𝑀𝑂𝑃 = ∠𝑀𝑂𝑄 

Variant op uitwerking 4: 

Voor de hoek 𝛽 tussen 𝑙 en de x-as geldt  tan(𝛽) = 3,  dus  𝛽 = tan−1(3) ≈ 71,565°. 

Voor de hoek 𝛼 tussen 𝑚 en de x-as geldt  tan(𝛼) =
1

3
,  dus  𝛼 = tan−1 (

1

3
) ≈ 18,435°. 

De hoek 𝛾 tussen de lijn 𝑦 = 𝑥 en de x-as is 45° 

∠𝑀𝑂𝑃 = 𝛽 − 𝛾;  ∠𝑀𝑂𝑄 = 𝛾 − 𝛼 

Dit geeft  ∠𝑀𝑂𝑃 ≈ 71,565° − 45° = 26,565°  en  ∠𝑀𝑂𝑄 ≈ 45° − 18,435° = 26,565° 
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Vraag 4b  -  3 punten 

Uitwerking 1: Gebruik dat ∠𝑂𝑀𝑃 = ∠𝑂𝑀𝑄. 
Alleen toegestaan als bij de uitwerking van vraag 4a niet gebruikt wordt dat 𝑀 op de lijn 𝑦 = 𝑥 ligt, 
dus niet toegestaan als uitwerking 4 van vraag 4a gegeven wordt. 
(In dat geval zijn 4a en 4b samen maximaal 3 punten waard). 

𝑦 = 3𝑥 ⇔ 𝑥 =
1

3
𝑦. De lijnen 𝑙: 𝑦 = 3𝑥 en 𝑚: 𝑦 =

1

3
𝑥 zijn dus elkaars spiegelbeeld in de lijn 𝑦 = 𝑥. 

De hoek 𝛼 tussen 𝑙 en de y-as is daarom gelijk aan de hoek tussen 𝑚 en de x-as 

Kan ook met: 

Voor de hoek 𝛼 tussen lijn 𝑙 en de y-as geldt tan(𝛼) =
𝑥𝑃

𝑦𝑃
=

𝑥𝑃

3𝑥𝑃
=

1

3
. 

Deze hoek is dus gelijk aan de hoek tussen lijn 𝑚 en de x-as. 

De hoek tussen de x-as en de y-as is zodoende gelijk aan  ∠𝛼 + ∠𝑀𝑂𝑄 + ∠𝑀𝑂𝑃 + ∠𝛼 

Omdat ∠𝑀𝑂𝑃 = ∠𝑀𝑂𝑄 volgt hieruit dat de hoek tussen de lijn door 𝑂 en 𝑀 en de x-as, 

dat is  𝛼 + ∠𝑀𝑂𝑄,  gelijk is aan  
1

2
⋅ 90° = 45° 

Zo zien we dat 𝑀 op de lijn 𝑥 = 𝑦 ligt 

Uitwerking 2: Met bissectrice en richtingsvectoren van 𝑙 en 𝑚 

Omdat 𝑙 en 𝑚 raken aan 𝑐1, ligt 𝑀 op een bissectrice van 𝑙 en 𝑚 

Een richtingsvector voor lijn 𝑙 is  (
1
3

),  een richtingsvector voor lijn 𝑚 is  (
3
1

) 

Deze vectoren zijn even lang, dus een richtingsvector voor de bissectrice van 𝑙 en 𝑚 waar 𝑀 op ligt is 

(
1
3

) + (
3
1

) = (
4
4

) 

𝑀 ligt dus op de lijn door 𝑂(0,0) met richtingsvector (
4
4

),  dat is de lijn  𝑦 = 𝑥 

Uitwerking 3: Met loodlijn op 𝑙 uit punt 𝑃 en loodlijn op 𝑚 uit punt 𝑄 

𝑀 is het snijpunt van 𝑙𝑙, de loodlijn op 𝑙 uit 𝑃 en 𝑙𝑚, de loodlijn op 𝑚 uit 𝑄 

Noem 𝑥𝑃 = 𝑝. Omdat 𝑃 om lijn 𝑙 ligt, geeft dit 𝑦𝑃 = 3𝑝. 

Omdat 𝑄 op lijn 𝑚 ligt op dezelfde afstand van 𝑂(0,0) als 𝑃 geeft dit 𝑥𝑄 = 3𝑝 en 𝑦𝑄 = 𝑝 

Een vergelijking voor 𝑙𝑙 is 𝑦 − 𝑦𝑃 = −
1

3
(𝑥 − 𝑥𝑃) ⇔ 𝑦 − 3𝑝 = −

1

3
𝑥 +

1

3
𝑝 ⇔ 𝑦 = −

1

3
𝑥 +

10

3
𝑝 

Een vergelijking voor 𝑙𝑚 is 𝑦 − 𝑦𝑄 = −3(𝑥 − 𝑥𝑄) ⇔ 𝑦 − 𝑝 = −3𝑥 + 9𝑝 ⇔ 𝑦 = −3𝑥 + 10𝑝 

−
1

3
𝑥 +

10

3
𝑝 = −3𝑥 + 10𝑝 ⇔

8

3
𝑥 =

20

3
𝑝 ⇔ 𝑥 =

5

2
𝑝  

Dit geeft 𝑥𝑀 =
5

2
𝑝 en 𝑦𝑀 = −3 ⋅

5

2
𝑝 + 10𝑝 = −

1

3
⋅

5

2
𝑝 +

10

3
𝑝 =

5

2
𝑝 

Uitwerking 4: Met afstandsformule en 𝑑(𝑀, 𝑙) = 𝑑(𝑀, 𝑚) 

De vergelijking van 𝑙 kan geschreven worden als 3𝑥 − 𝑦 = 0. 

Dit geeft  𝑑(𝑀, 𝑙) =
|𝑎⋅𝑥𝑀+𝑏⋅𝑦𝑀−𝑐|

√𝑎2+𝑏2
=

|3⋅𝑥𝑀+ −1⋅𝑦𝑀−0|

√32+(−1)2
=

|3𝑥𝑀−𝑦𝑀|

√10
 

De vergelijking van 𝑚 kan geschreven worden als 𝑥 − 3𝑦 = 0 

Dit geeft  𝑑(𝑀, 𝑚) =
|𝑎⋅𝑥𝑀+𝑏⋅𝑦𝑀−𝑐|

√𝑎2+𝑏2
=

|𝑥𝑀+ −3⋅𝑦𝑀−0|

√12+(−3)2
=

|𝑥𝑀−3𝑦𝑀|

√10
 

Beide zijn gelijk aan de straal van 𝑐1, dus volgt  
|3𝑥𝑀−𝑦𝑀|

√10
=

|𝑥𝑀−3𝑦𝑀|

√10
⇔ |3𝑥𝑀 − 𝑦𝑀| = |𝑥𝑀 − 3𝑦𝑀| 

Dit geeft  3𝑥𝑀 − 𝑦𝑀 = 𝑥𝑀 − 3𝑦𝑀 ⇔ 2𝑥𝑀 = −2𝑦𝑀 ⇔ 𝑥𝑀 = −𝑦𝑀  (komt niet overeen met de figuur) 

of  3𝑥𝑀 − 𝑦𝑀 = 3𝑦𝑀 − 𝑥𝑀 ⇔ 4𝑥𝑀 = 4𝑦𝑀 ⇔ 𝑥𝑀 = 𝑦𝑀 
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Variant op uitwerking 4 van vraag 4b: 

De vergelijking van 𝑙 kan geschreven worden als 3𝑥 − 𝑦 = 0. 

Dit geeft  𝑑(𝑀, 𝑙) =
|𝑎⋅𝑥𝑀+𝑏⋅𝑦𝑀−𝑐|

√𝑎2+𝑏2
=

|3⋅𝑥𝑀+ −1⋅𝑦𝑀−0|

√32+(−1)2
=

|3𝑥𝑀−𝑦𝑀|

√10
 

De vergelijking van 𝑚 kan geschreven worden als 
1

3
𝑥 − 𝑦 = 0 

Dit geeft  𝑑(𝑀, 𝑚) =
|𝑎⋅𝑥𝑀+𝑏⋅𝑦𝑀−𝑐|

√𝑎2+𝑏2
=

|
1

3
𝑥𝑀−𝑦𝑀−0|

√(
1

3
)

2
+(−1)2

=
|
1

3
𝑥𝑀−𝑦𝑀|

√
10

9

 

Beide zijn gelijk aan de straal van 𝑐1, dus volgt 

|3𝑥𝑀−𝑦𝑀|

√10
=

|
1

3
𝑥𝑀−𝑦𝑀|

√
10

9

⇔ |3𝑥𝑀 − 𝑦𝑀| = 3 |
1

3
𝑥𝑀 − 𝑦𝑀| ⇔ |3𝑥𝑀 − 𝑦𝑀| = |𝑥𝑀 − 3𝑦𝑀|  

Dit geeft  3𝑥𝑀 − 𝑦𝑀 = 𝑥𝑀 − 3𝑦𝑀 ⇔ 2𝑥𝑀 = −2𝑦𝑀 ⇔ 𝑥𝑀 = −𝑦𝑀   (komt niet overeen met de figuur) 

of  3𝑥𝑀 − 𝑦𝑀 = 3𝑦𝑀 − 𝑥𝑀 ⇔ 4𝑥𝑀 = 4𝑦𝑀 ⇔ 𝑥𝑀 = 𝑦𝑀 

Vraag 4c  -  5 punten 

Uitwerking 1: Met vergelijking cirkel 𝑐1. 

Merk op dat 𝑥𝑀 = 𝑦𝑀. We noteren 𝑎 = 𝑥𝑀 = 𝑦𝑀 . 

De oppervlakte van cirkel 𝑐1 wordt gegeven door 𝜋𝑟2 en is gelijk aan 10𝜋 

Voor de straal 𝑟 van 𝑐1 geldt zodoende 𝑟2 = 10 

De vergelijking van 𝑐1 heeft dus de vorm  (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑎)2 = 10 

Cirkel 𝑐1 heeft één gemeenschappelijk punt met lijn 𝑙: 𝑦 = 3𝑥, 

de vergelijking (𝑥 − 𝑎)2 + (3𝑥 − 𝑎)2 = 10 heeft dus één oplossing 

(𝑥 − 𝑎)2 + (3𝑥 − 𝑎)2 = 10 ⇔ 𝑥2 − 2𝑎𝑥 + 𝑎2 + 9𝑥2 − 6𝑎𝑥 + 𝑝2 − 10 = 0 ⇔ 10𝑥2 − 8𝑎𝑥 + 2𝑎2 − 10 = 0 

De discriminant van deze vergelijking is 𝐷 = (8𝑎)2 − 4 ⋅ 10 ⋅ (2𝑎2 − 10) = −16𝑎2 + 400 

𝐷 = 0 ⇔ 𝑎2 =
400

16
= 25.  Aangezien uit de figuur volgt dat 𝑎 > 0 volgt hieruit 𝑎 = 𝑥𝑀 = 𝑦𝑀 = 5 

Deze berekening kan uiteraard ook met lijn 𝑚: 𝑦 =
1

3
𝑥. 

Dit geeft  (𝑥 − 𝑎)2 + (
1

3
𝑥 − 𝑎)

2

= 10 ⇔
10

9
𝑥2 −

8

3
𝑎𝑥 + 2𝑎2 − 10 = 0  met  𝐷 = −

16

9
𝑎2 +

400

9
 

Uitwerking 2: Met loodlijn uit 𝑀 op 𝑙 

De loodlijn op 𝑙 uit 𝑀 heeft richtingscoëfficiënt −
1

3
 

Deze lijn gaat door punt 𝑀(𝑎, 𝑎) dus de vergelijking is  𝑦 = −
1

3
𝑥 + 1

1

3
𝑎 

𝑃 is het snijpunt van deze loodlijn met de lijn 𝑦 = 3𝑥, dus volgt 

3𝑥𝑃 = −
1

3
𝑥𝑃 + 1

1

3
𝑎 ⇔

10

3
𝑥𝑃 =

4

3
𝑎 ⇔ 𝑥𝑃 =

2

5
𝑎.  Dit geeft  𝑦𝑃 = 3 ⋅

2

5
𝑎 =

6

5
𝑎 

Voor de straal 𝑟 van 𝑐1 geldt 𝜋𝑟2 = 10𝜋 ⇔ 𝑟2 = 10. Dit geeft  |𝑀𝑃|2 = 𝑟2 = 10 

… ⇔ (𝑥𝑀 − 𝑥𝑃)2 + (𝑦𝑀 − 𝑦𝑃)2 = 10 ⇔ (
3

5
𝑎)

2

+ (−
1

5
𝑎)

2

= 10 ⇔
10

25
𝑎2 = 10 ⇔ 𝑎2 = 25  

Omdat 𝑎 = 𝑥𝑀 > 0 volgt hieruit  𝑥𝑀 = 𝑦𝑀 = 5 
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Variant op uitwerking 2 van vraag 4c met loodlijn uit 𝑀 op 𝑚: 

De loodlijn op 𝑚 uit 𝑀 heeft richtingscoëfficiënt −3 

Deze lijn gaat door punt 𝑀(𝑎, 𝑎), dus de vergelijking is  𝑦 = −3𝑥 + 4𝑎 

𝑄 is het snijpunt van deze loodlijn met de lijn 𝑦 =
1

3
𝑥, dus volgt 

1

3
𝑥𝑄 = −3𝑥𝑄 + 4𝑎 ⇔

10

3
𝑥𝑄 = 4𝑎 ⇔ 𝑥𝑄 =

6

5
𝑎.  Dit geeft  𝑦𝑄 =

1

3
⋅

6

5
𝑎 =

2

5
𝑎 

Voor de straal 𝑟 van 𝑐1 geldt 𝜋𝑟2 = 10𝜋 ⇔ 𝑟2 = 10. Dit geeft  |𝑀𝑄|2 = 𝑟2 = 10 

… ⇔ (𝑥𝑀 − 𝑥𝑄)
2

+ (𝑦𝑀 − 𝑦𝑄)
2

= 10 ⇔ (−
1

5
𝑎)

2

+ (
3

5
𝑎)

2

= 10 ⇔
10

25
𝑎2 = 10 ⇔ 𝑎2 = 25  

Omdat 𝑎 = 𝑥𝑀 > 0 volgt hieruit  𝑥𝑀 = 𝑦𝑀 = 5 

Uitwerking 3: Vervolg op uitwerking 3 van vraag 4b 

We hebben al berekend:  als 𝑥𝑃 = 𝑝, dan geldt 𝑦𝑃 = 3𝑝 en 𝑥𝑀 = 𝑦𝑀 =
5

2
𝑝 

Dit geeft  𝑑(𝑀, 𝑃) = √(𝑝 −
5

2
𝑝)

2

+ (3𝑝 −
5

2
𝑝)

2

= √
9

4
𝑝2 +

1

4
𝑝2 = √

10

4
𝑝2 =

1

2
𝑝 ⋅ √10 

De oppervlakte van cirkel 𝑐1 wordt gegeven door 𝜋𝑟2 en is gelijk aan 10𝜋 

Voor de straal 𝑟 van 𝑐1 geldt zodoende 𝑟2 = 10 ⇒ 𝑟 = √10 

Uit  𝑑(𝑀, 𝑃) = 𝑟 volgt dan  
1

2
𝑝 ⋅ √10 = √10 

Dit geeft 𝑝 = 2 en 𝑥𝑀 = 𝑦𝑀 =
5

2
𝑝 = 5 

Kan ook met  𝑑(𝑀, 𝑄) = √(3𝑝 −
5

2
𝑝)

2

+ (𝑝 −
5

2
𝑝)

2

= √
1

4
𝑝2 +

9

4
𝑝2 

Uitwerking 4: Met de afstandsformule 

De oppervlakte van cirkel 𝑐1 wordt gegeven door 𝜋𝑟2 en is gelijk aan 10𝜋 

Voor de straal 𝑟 van 𝑐1 geldt zodoende 𝑟2 = 10 ⇔ 𝑟 = √10 

De vergelijking van lijn 𝑙 kunnen we schrijven als  3𝑥 − 𝑦 = 0 

De afstandsformule geeft  𝑑(𝑀, 𝑙) =
|𝑎⋅𝑥𝑀+𝑏⋅𝑦𝑀−𝑐|

√𝑎2+𝑏2
=

|3⋅𝑥𝑀−1⋅𝑥𝑀−0|

√32+(−1)2
=

|2𝑥𝑀|

√10
 

Dit moet gelijk zijn aan 𝑟 = √10,  dus volgt:  |2𝑥𝑀| = 10 ⇔ |𝑥𝑀| = 5 

Omdat 𝑥𝑀 > 0 geeft dit  𝑥𝑀 = 𝑦𝑀 = 5 

 

De afstand tussen 𝑀 en lijn 𝑚: 𝑥 − 3𝑦 = 0 geeft 𝑑(𝑀, 𝑚) =
|2𝑥𝑀|

√10
, met dezelfde berekening als 

hierboven. 

De afstand tussen 𝑀 en lijn 𝑚:
1

3
𝑥 − 𝑦 = 0 geeft 

𝑑(𝑀, 𝑚) =
|
1

3
𝑥𝑀−𝑥𝑀|

√
10

9

, dus 𝑑(𝑀, 𝑚) = √10 ⇔ |
2

3
𝑥𝑀| =

10

3
⇔ |𝑥𝑀| = 5 
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Uitwerking 5 van vraag 4c: Met de stelling van Pythagoras in driehoek 𝑂𝑀𝑃 

De oppervlakte van cirkel 𝑐1 wordt gegeven door 𝜋𝑟2 en is gelijk aan 10𝜋 

Voor de straal 𝑟 van 𝑐1 geldt zodoende 𝑟2 = 10 

Dit geeft  |𝑀𝑃|2 = 10 

Met 𝑥𝑃 = 𝑝 dus 𝑦𝑃 = 3𝑝 en 𝑥𝑀 = 𝑦𝑀 = 𝑎 volgt 

|𝑂𝑃|2 = 𝑝2 + (3𝑝)2 = 10𝑝2,  |𝑂𝑀|2 = 𝑎2 + 𝑎2 = 2𝑎2  en  |𝑀𝑃|2 = (𝑝 − 𝑎)2 + (3𝑝 − 𝑎)2 

Uit |𝑂𝑃|2 + |𝑀𝑃|2 = |𝑂𝑀|2  volgt dan 

10𝑝2 + 𝑝2 − 2𝑎𝑝 + 𝑎2 + 9𝑝2 − 6𝑎𝑝 + 𝑎2 = 2𝑎2 ⇔ 20𝑝2 − 8𝑎𝑝 = 0 

Omdat 𝑝 ≠ 0 geeft dit  20𝑝 = 8𝑎 ⇔ 𝑝 =
2

5
𝑎 

Zo zien we  |𝑀𝑃|2 = (
2

5
𝑎 − 𝑎)

2

+ (
6

5
𝑎 − 𝑎)

2

= (−
3

5
𝑎)

2

+ (
1

5
𝑎)

2

=
10

25
𝑎2 

|𝑀𝑃|2 = 10  geeft dan  
10

25
𝑎2 = 10 ⇔ 𝑎2 = 25 ⇒ 𝑥𝑀 = 𝑦𝑀 = 𝑎 = 5 

Variant op uitwerking 5 met de stelling van Pythagoras in driehoek 𝑂𝑀𝑄 

De oppervlakte van cirkel 𝑐1 wordt gegeven door 𝜋𝑟2 en is gelijk aan 10𝜋 

Voor de straal 𝑟 van 𝑐1 geldt zodoende 𝑟2 = 10 

Dit geeft  |𝑀𝑄|2 = 10 

Met 𝑥𝑄 = 𝑞 dus 𝑦𝑄 =
1

3
𝑞 en 𝑥𝑀 = 𝑦𝑀 = 𝑎 volgt 

|𝑂𝑄|2 = 𝑞2 + (
1

3
𝑞)

2

=
10

9
𝑞2,  |𝑂𝑀|2 = 𝑎2 + 𝑎2 = 2𝑎2  en  |𝑀𝑄|2 = (𝑞 − 𝑎)2 + (

1

3
𝑞 − 𝑎)

2

 

Uit |𝑂𝑄|2 + |𝑀𝑄|2 = |𝑂𝑀|2  volgt dan 
10

9
𝑞2 + 𝑞2 − 2𝑎𝑞 + 𝑎2 +

1

9
𝑞2 −

2

3
𝑎𝑞 + 𝑎2 = 2𝑎2 ⇔

20

9
𝑞2 −

8

3
𝑞𝑎 = 0  

Omdat 𝑞 ≠ 0 geeft dit  
20

9
𝑞 =

8

3
𝑎 ⇔ 𝑞 =

9

20
⋅

8

3
𝑎 =

6

5
𝑎 

Zo zien we  |𝑀𝑄|2 = (
6

5
𝑎 − 𝑎)

2

+ (
2

5
𝑎 − 𝑎)

2

= (
1

5
𝑎)

2

+ (−
3

5
𝑎)

2

=
10

25
𝑎2 

|𝑀𝑄|2 = 10  geeft dan  
10

25
𝑎2 = 10 ⇔ 𝑎2 = 25 ⇒ 𝑥𝑀 = 𝑦𝑀 = 𝑎 = 5 

Vraag 4d  -  5 punten 

𝑁 is het snijpunt van de loodlijn op 𝑙 in 𝑅(1,3) met de y-as 

Een vergelijking voor deze loodlijn is  𝑦 = −
1

3
𝑥 + 3

1

3
 

𝑥𝑁 = 0  geeft  𝑦𝑁 = 3
1

3
 

De straal van 𝑐2 is 𝑟 = |𝑁𝑅| = √(𝑥𝑅 − 𝑥𝑁)2 + (𝑦𝑅 − 𝑦𝑁)2 = √12 + (−
1

3
)

2

= √1
1

9
 

Een vergelijking voor 𝑐2 is zodoende  𝑥2 + (𝑦 − 3
1

3
)

2

= 1
1

9
 

Kan ook met: 

Een vergelijking van de cirkel met middelpunt 𝑁 (0, 3
1

3
) heeft de vorm 𝑥2 + (𝑦 − 3

1

3
)

2

= 𝑟2 

Invullen van 𝑥𝑅 = 1 en 𝑦𝑅 = 3 geeft  𝑟2 = 12 + (−
1

3
)

2

= 1
1

9
  



    p  a ′  ( x ) = 4   x 3 − 3 a   x 2 + 2 a x − a


    p  a  ′ ′  ( x ) = 12   x 2 − 6 a x + 2 a


  12   x 2 − 6 a x + 2 a = 0


  D =    ( 6 a ) 2 − 4 ⋅ 12 ⋅ 2 a = 36   a 2 − 96 a


  36   a 2 − 96 a > 0


  36   a 2 − 96 a > 0 ⇔ 3   a 2 − 8 a > 0 ⇔ a  ( 3 a − 8 ) > 0


  a > 0 ∧ 3 a − 8 > 0 ⇔ 3 a > 8 ⇔ a >  8 3


  a < 0 ∧ 3 a − 8 < 0 ⇔ a < 0


  12   x 2 − 6 a x + 2 a = 0 ⇔ 6   x 2 − 3 a x + a = 0


  D =    ( 3 a ) 2 − 4 ⋅ 6 ⋅ a = 9   a 2 − 24 a


  D =    ( 3 a ) 2 − 4 ⋅ 6 ⋅ a = 9   a 2 − 24 a


  D > 0 ⇔ 9   a 2 − 24 a > 0 ⇔ 3   a 2 − 8 a > 0 ⇔ a  ( 3 a − 8 ) > 0 ⇔ a < 0 ∨ a >    8 3


  D > 0 ⇔ 9   a 2 − 24 a > 0 ⇔ 3   a 2 − 8 a > 0 ⇔ a  ( 3 a − 8 ) > 0 ⇔ a < 0 ∨ a >    8 3


  f  ( x ) = g  ( x ) ⇔   x 2 + x + 1 = −   x 2 − x + 13 ⇔ 2   x 2 + 2 x − 12 = 0 ⇔   x 2 + x − 6 = 0


   ( x + 3 )  ( x − 2 ) = 0


    x  C = − 3


    x  B = 2


    y  C = f  ( − 3 ) =  ln ⁡   ( 9 − 3 + 1 ) = ln ⁡ ( 7 )


    y  B =  ln ⁡   ( 4 + 2 + 1 ) = ln ⁡ ( 7 )


  B


  C


  A B C


  B C


    y  B −   y  A =   y  C −   y  A


  A B C


   1 2 ⋅  (   x  B −   x  C ) ⋅  (   y  B −   y  A ) ⋅ =  1 2 ⋅  ( 2 −  ( − 3 ) ) ⋅  (  ln ⁡   ( 7 ) − 0 ) =  1 2 ⋅ 5 ⋅  ln ⁡   ( 7 ) =  5 2 ln ⁡ ( 7 )


   ( =  ln ⁡   (  16807 ) )


  g  ( x ) = 0 ⇔  ln ⁡   ( −   x 2 − x + 13 ) =  ln ⁡   ( 1 ) ⇔ −   x 2 − x + 13 = 1 ⇔ −   x 2 − x + 12 = 0 ⇔   x 2 + x − 12 = 0


  ⇔  ( x − 3 )  ( x + 4 ) = 0


    x  A = 3


    g ′  ( x ) =   − 2 x − 1  −   x 2 − x + 13   ⇒       g ′  ( 3 ) =   − 6 − 1  − 9 − 3 + 13 =   − 7 1 = − 7


  |    tan  − 1 ⁡   ( − 7 ) | ≈ 81 , 9 °


  g  ( x ) − f  ( x ) =    1 2  ln ⁡   ( 49 ) ⇔  ln ⁡   ( −   x 2 − x + 13 ) −  ln ⁡   (   x 2 + x + 1 ) =  ln ⁡   (  49   1 2 ) ⇔  ln ⁡   (   −   x 2 − x + 13    x 2 + x + 1 ) =  ln ⁡   ( 7 )


    −   x 2 − x + 13    x 2 + x + 1


  = 7 ⇔ −   x 2 − x + 13 = 7  (   x 2 + x + 1 ) ⇔ −   x 2 − x + 13 = 7   x 2 + 7 x + 7


  ⇔ − 8   x 2 − 8 x + 6 = 0 ⇔ 4   x 2 + 4 x − 3 = 0            ( ⇔  ( 2 x − 1 )  ( 2 x + 3 ) = 0 )


  x =   − 4 ±  16 − 4 ⋅ 4 ⋅ − 3 8 =   − 4 ±  64 8 =   − 4 ± 8 8


  x =  1 2 ∨ x = −  3 2


   sin ⁡   ( A ) = cos ⁡ ( A −  1 2 𝜋 )


   sin ⁡   ( A ) =  cos ⁡   (  1 2 𝜋 − A )


  f  ( x ) = 1 ⇔  cos ⁡   ( x ) =  sin ⁡   ( 4 x ) ⇔  cos ⁡   ( x ) =  cos ⁡  ( 4 x −  1 2 𝜋 )


   cos ⁡   ( x ) =  cos ⁡   (  1 2 𝜋 − 4 x )


  x = 4 x −  1 2 𝜋 + k ⋅ 2 𝜋 ∨ x =  1 2 𝜋 − 4 x + k ⋅ 2 𝜋


  x = 4 x −  1 2 𝜋 + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ − 3 x = −  1 2 𝜋 + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ x =  1 6 𝜋 + k ⋅  2 3 𝜋


  x =  1 2 𝜋 − 4 x + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ 5 x =  1 2 𝜋 + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ x =  1 10 𝜋 + k ⋅  2 5 𝜋


  0 ≤ x ≤ 𝜋


  x =  1 6 𝜋


  x =  1 6 𝜋 +  2 3 𝜋 =  5 6 𝜋


  x =  1 10 𝜋


  x =  1 10 𝜋 + 2 ⋅  2 5 𝜋 =  9 10 𝜋


  x =  1 10 𝜋 +  2 5 𝜋 =  1 2 𝜋


   sin ⁡   ( 4 x ) = 0


   cos ⁡   ( x ) =  sin ⁡   ( x +  1 2 𝜋 )


  f  ( x ) = 1 ⇔  cos ⁡   ( x ) =  sin ⁡   ( 4 x ) ⇔  sin ⁡   ( x +  1 2 𝜋 ) = sin ⁡ ( 4 x )


  x +  1 2 𝜋 = 4 x + k ⋅ 2 𝜋 ∨ x +  1 2 𝜋 = 𝜋 − 4 x + k ⋅ 2 𝜋


  x +  1 2 𝜋 = 4 x + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ − 3 x = −  1 2 𝜋 + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ x =  1 6 𝜋 + k ⋅  2 3 𝜋


  x +  1 2 𝜋 = 𝜋 − 4 x + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ 5 x =  1 2 𝜋 + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ x =  1 10 𝜋 + k ⋅  2 5 𝜋


  0 ≤ x ≤ 𝜋


   cos ⁡   ( x ) =  sin ⁡   (  1 2 𝜋 − x )


  f  ( x ) = 1 ⇔  cos ⁡   ( x ) =  sin ⁡   ( 4 x ) ⇔  sin ⁡   (  1 2 𝜋 − x ) = sin ⁡ ( 4 x )


   1 2 𝜋 − x = 4 x + k ⋅ 2 𝜋 ∨  1 2 𝜋 − x = 𝜋 − 4 x + k ⋅ 2 𝜋


   1 2 𝜋 − x = 4 x + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ − 5 x = −  1 2 𝜋 + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ x =  1 10 𝜋 + k ⋅  2 5 𝜋


   1 2 𝜋 − x = 𝜋 − 4 x + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ 3 x =  1 2 𝜋 + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ x =  1 6 𝜋 + k ⋅  2 3 𝜋


  0 ≤ x ≤ 𝜋


   cos ⁡   ( x ) = 0 ⇔ x =  1 2 𝜋


   sin ⁡   ( 4 x ) =  sin ⁡   ( 4 ⋅  1 2 𝜋 ) =  sin ⁡   ( 2 𝜋 ) = 0


  x =  1 2 𝜋


   sin ⁡   ( 4 x ) = 2  sin ⁡   ( 2 x )  cos ⁡   ( 2 x ) = 2 ⋅  ( 2  sin ⁡   ( x )  cos ⁡   ( x ) ) ⋅  cos ⁡   ( 2 x ) = 4  sin ⁡   ( x )  cos ⁡   ( x ) cos ⁡ ( 2 x )


     lim  x →  1 2 𝜋 ⁡  f  ( x ) =    lim  x →  1 2 𝜋 ⁡    cos ⁡ ( x )  4  sin ⁡   ( x )  cos ⁡   ( x )  cos ⁡   ( 2 x ) =  lim  x →  1 2 𝜋  1  4  sin ⁡   ( x )  cos ⁡   ( 2 x )


  =  1  4  sin ⁡   (  1 2 𝜋 )  cos ⁡   ( 2 ⋅  1 2 𝜋 ) =  1  4  sin ⁡   (  1 2 𝜋 )  cos ⁡   ( 𝜋 ) =  1  4 ⋅ 1 ⋅ − 1 = −  1 4


  y = −  1 4


     lim  x →  1 2 𝜋 ⁡  f  ( x ) =    lim  x →  1 2 𝜋 ⁡    cos ⁡ ( x )  sin ⁡ ( 4 x ) =  lim  x →  1 2 𝜋   − sin ⁡ ( x )  4  cos ⁡   ( 4 x ) =   −  sin ⁡   (  1 2 𝜋 )  4 cos ⁡ ( 2 𝜋 ) =   − 1  4 ⋅ 1 = −  1 4


   h ′  ( x ) = − 3  sin ⁡   ( x ) − 2 ⋅ 3    cos 2 ⁡   ( x ) ⋅ − sin ⁡ ( x ) = − 3  sin ⁡   ( x ) + 6    cos 2 ⁡   ( x )  sin ⁡   ( x ) = 3  sin ⁡   ( x )  ( − 1 + 2    cos 2 ⁡   ( x ) )  


  = 3  sin ⁡   ( x ) ⋅  ( 2    cos 2 ⁡   ( x ) − 1 ) = 3  sin ⁡   ( x ) ⋅  cos ⁡   ( 2 x ) = g ( x )


   h ′  ( x ) = − 3  sin ⁡   ( x ) − 2 ⋅ 3    cos 2 ⁡   ( x ) ⋅ −  sin ⁡   ( x ) = − 3  sin ⁡   ( x ) + 6    cos 2 ⁡   ( x ) sin ⁡ ( x )


  g  ( x ) = 3  sin ⁡   ( x )  cos ⁡   ( 2 x ) = 3  sin ⁡   ( x ) ( 2    cos 2 ⁡   ( x ) − 1 ) = 6  sin ⁡   ( x )    cos 2 ⁡   ( x ) − 3  sin ⁡   ( x ) = h ′ ( x )


  g  ( x ) = 3  sin ⁡   ( x )  cos ⁡   ( 2 x ) = 3  sin ⁡   ( x ) ( 2    cos 2 ⁡   ( x ) − 1 ) = 6  sin ⁡   ( x )    cos 2 ⁡   ( x ) − 3  sin ⁡   ( x ) = h ′ ( x )


   ∫  g ( x )   d x =  ∫  6  sin ⁡   ( x )    cos 2 ⁡  ( x ) − 3  sin ⁡   ( x )   d x


                                              = 2  ∫  3    cos 2 ⁡   ( x )   d   cos ⁡ ( x ) + 3  ∫  −  sin ⁡   ( x )   d x = − 2    cos 3 ⁡   ( x ) + 3  cos ⁡   ( x ) + C


                                              = 2  ∫  3    cos 2 ⁡   ( x )   d   cos ⁡ ( x ) + 3  ∫  −  sin ⁡   ( x )   d x = − 2    cos 3 ⁡   ( x ) + 3  cos ⁡   ( x ) + C


  g  ( x ) = 0 ⇔  sin ⁡   ( x ) = 0 ∨  cos ⁡   ( 2 x ) = 0 ⇔ x = 0 + k ⋅ 𝜋 ∨ 2 x =  1 2 𝜋 + k ⋅ 𝜋


  ⇔ x = 0 + k ⋅ 𝜋 ∨ x =  1 4 𝜋 + k ⋅  1 2 𝜋 ⇔ x = 0 ∨ x = 𝜋 ∨ x =  1 4 𝜋 ∨ x =  3 4 𝜋


  −   ∫   1 4 𝜋   3 4 𝜋  g  ( x )   d x = − h  (  3 4 𝜋 ) + h  (  1 4 𝜋 ) = − 3 ⋅ −  1 2  2 + 2 ⋅    ( −  1 2  2 ) 3 − 1 + 3 ⋅  1 2  2 + 2 ⋅    (  1 2  2 ) 3 + 1


  =  3 2  2 − 2 ⋅  1 8 ⋅    (  2 ) 3 +  3 2  2 − 2 ⋅  1 8 ⋅    (  2 ) 3 = 2 ⋅  (  3 2  2 − 2 ⋅  1 8 ⋅ 2  2 ) = 2 ⋅  (  3 2  2 −  1 2  2 ) = 2  2


  x > 0


   x


   e  1 −   x 2


  f


  f  ( 0 ) = 0


    f ′  ( x ) =  1  2  x ⋅  e  1 −   x 2 +  x ⋅  e  1 −   x 2 ⋅ − 2 x


    f ′  ( x ) = 0 ⇔  1  2  x ⋅  e  1 −   x 2 − 2 x  x ⋅  e  1 −   x 2 = 0 ⇔  (  1  2  x − 2 x  x ) ⋅  e  1 −   x 2 = 0


    f ′  ( x ) = 0 ⇔  1  2  x ⋅  e  1 −   x 2 − 2 x  x ⋅  e  1 −   x 2 = 0 ⇔  (  1  2  x − 2 x  x ) ⋅  e  1 −   x 2 = 0


   1  2  x − 2 x  x = 0 ⇔ 1 − 2 x  x ⋅ 2  x = 0 ⇔ 1 − 4   x 2 = 0 ⇔   x 2 =  1 4


   1  2  x = 2 x  x ⇔  1  2 ⋅ 2 = x  x ⋅  x ⇔  1 4 =   x 2


  f ( x )


  x ≥ 0


  x =  1 2


  f ( x )


  f  (  1 2 ) =   1 2 ⋅  e   3 4


    g ′  ( x ) = −  1 4 ⋅  e  2 − 2   x 2 ⋅  ( − 2 ⋅ 2 x ) = −  1 4 ⋅  e  2 − 2   x 2 ⋅  ( − 4 x ) = x ⋅  e  2 − 2   x 2


  h  ( x ) =    (  x ⋅  e  1 −   x 2 ) 2 =    (  x ) 2 ⋅    (  e  1 −   x 2 ) 2 = x ⋅    (  e  1 −   x 2 ) 2 = x ⋅  e  2 ⋅  ( 1 −   x 2 ) =   x ⋅  e  2 − 2   x 2 = g ′ ( x )


  v  ( p ) = 𝜋 ⋅   ∫ 0  p     ( f  ( x ) ) 2   d x = 𝜋 ⋅   ∫ 0  p  h ( x )   d x = 𝜋 ⋅    [ g ( x ) ] 0  p


  = 𝜋 ⋅  ( −  1 4 ⋅  e  2 − 2   p 2 − −  1 4 ⋅  e  2 − 0 ) =  1 4 𝜋 ⋅  ( −  e  2 − 2   p 2 +  e 2 )


     lim  p → ∞ ⁡   e  2 − 2   p 2 = 0


     lim  p → ∞ ⁡  v ( p ) =  1 4 𝜋 ⋅  ( 0 +  e 2 ) =  1 4 𝜋 ⋅  e 2


  k  ( x ) = l  ( x ) ⇔ 4  e   1 2 x = 2  e   1 4 x ⇔ 4    (  e   1 4 x ) 2 = 2  e   1 4 x ⇔  e   1 4 x =  1 2 ⇔  1 4 x =  ln ⁡   (  1 2 ) ⇔ x = 4  ln ⁡   (  1 2 )            ( =  ln ⁡   (  1 16 ) )


  4  e   1 2 x = 2  e   1 4 x ⇔ 2  e   1 2 x =  e   1 4 x ⇔  ln ⁡   ( 2  e   1 2 x ) =  ln ⁡   (  e   1 4 x ) ⇔  ln ⁡   ( 2 ) +  ln ⁡   (  e   1 2 x ) =  ln ⁡   (  e   1 4 x )


  ⇔  ln ⁡   ( 2 ) +  1 2 x =  1 4 x ⇔  1 4 x = −  ln ⁡   ( 2 ) ⇔ x = −  1 4  ln ⁡   ( 2 ) =  1 4  ln ⁡   (  1 2 )


    ∫  4  ln ⁡   (  1 2 ) 0  k  ( x ) − l ( x )   d x =   ∫  4  ln ⁡   (  1 2 ) 0  4  e   1 2 x − 2  e   1 4 x   d x


  =    [ 4 ⋅ 2  e   1 2 x − 2 ⋅ 4  e   1 4 x ]   1 4  ln ⁡   (  1 2 ) 0 =    [ 8  e   1 2 x − 8  e   1 4 x ]   1 4  ln ⁡   (  1 2 ) 0 = 8 − 8 − 8  e  2  ln ⁡   (  1 2 ) + 8  e   ln ⁡   (  1 2 ) = − 8  e   ln ⁡   (    (  1 2 ) 2 ) + 8  e   ln ⁡   (  1 2 )


  = − 8 ⋅    (  1 2 ) 2 + 8 ⋅  1 2 = − 8 ⋅  1 4 + 8 ⋅  1 2 = − 2 + 4 = 2


    ∫   ln ⁡   (  1 16 ) 0  k  ( x ) − l ( x )   d x =    [ 8  e   1 2 x − 8  e   1 4 x ]   ln ⁡   (  1 16 ) 0 = 8 − 8 − 8  e   1 2  ln ⁡   (  1 16 ) + 8  e   1 4  ln ⁡   (  1 16 ) = − 8  e   ln ⁡   (  1 4 ) + 8  e   ln ⁡   (  1 2 )


  O


  M


  l


  m


  M


  l


  m


  M


  l


  m


  ∠ M O P


  l


  ∠ M O Q


  m


   sin ⁡   ( ∠ M O P ) =  sin ⁡   ( ∠ M O Q )


  l


  m


  ∠ O P M = ∠ O Q M = 90 °


   sin ⁡   ( ∠ M O P ) =   | M P |  | M O |


   sin ⁡   ( ∠ M O Q ) =   | M Q |  | M O |


  | M P |


  | M Q |


    c 1


   | O P | = | O Q |


  O P M


  O Q M


   | O P | = | O Q |


  | M P |


  | M Q |


    c 1


  O P M


  O Q M


  ∠ M O P


  ∠ M O Q


  M


  y = x


  ∠ O M P = ∠ O M Q


  y = 3 x ⇔ x =  1 3 y


  l : y = 3 x


  m : y =  1 3 x


  y = x


  𝛼


  l


  m


  𝛼


  l


   tan ⁡   ( 𝛼 ) =     x  P    y  P =     x  P  3   x  P =  1 3


  m


  O


  M


  ∠ M O P + 𝛼


  O


  M


  ∠ M O Q + 𝛼


  45 °


  ∠ M O P = ∠ M O Q


  𝛽


  l


   tan ⁡   ( 𝛽 ) = 3


  𝛽 =    tan  − 1 ⁡  ( 3 ) ≈ 71 , 565 °


  𝛼


  m


   tan ⁡   ( 𝛼 ) =  1 3


  𝛼 =    tan  − 1 ⁡   (  1 3 ) ≈ 18 , 435 °


  𝛾


  y = x


  45 °


  ∠ M O P = 𝛽 − 𝛾


  ∠ M O Q = 𝛾 − 𝛼


  ∠ M O P ≈ 71 , 565 ° − 45 ° = 26 , 565 °


  ∠ M O Q ≈ 45 ° − 18 , 435 ° = 26 , 565 °


    ∠ O M P = ∠ O M Q


  M


  y = x


  y = 3 x ⇔ x =  1 3 y


  l : y = 3 x


  m : y =  1 3 x


  y = x


  𝛼


  l


  m


  𝛼


  l


   tan ⁡   ( 𝛼 ) =     x  P    y  P =     x  P  3   x  P =  1 3


  m


  ∠ 𝛼 + ∠ M O Q + ∠ M O P + ∠ 𝛼


  ∠ M O P = ∠ M O Q


  O


  M


  𝛼 + ∠ M O Q


   1 2 ⋅ 90 ° = 45 °


  M


  x = y


  l


  m


  l


  m


    c 1


  M


  l


  m


  l


   (    1   3 )


  m


   (    3   1 )


  l


  m


  M


   (    1   3 ) +  (    3   1 ) =  (    4   4 )


  M


  O ( 0 , 0 )


   (    4   4 )


  y = x


  l


  P


  m


  Q


  M


  l l


  l


  P


  l m


  m


  Q


    x  P = p


  P


  l


    y  P = 3 p


  Q


  m


  O ( 0 , 0 )


  P


    x  Q = 3 p


    y  Q = p


  l l


  y −   y  P = −  1 3  ( x −   x  P ) ⇔ y − 3 p = −  1 3 x +  1 3 p ⇔ y = −  1 3 x +  10 3 p


  l m


  y −   y  Q = − 3  ( x −   x  Q ) ⇔ y − p = − 3 x + 9 p ⇔ y = − 3 x + 10 p


  −  1 3 x +  10 3 p = − 3 x + 10 p ⇔  8 3 x =  20 3 p ⇔ x =  5 2 p


    x  M =  5 2 p


    y  M = − 3 ⋅  5 2 p + 10 p = −  1 3 ⋅  5 2 p +  10 3 p =  5 2 p


  d  ( M , l ) = d ( M , m )


  l


  3 x − y = 0


  d  ( M , l ) =    | a ⋅   x  M + b ⋅   y  M − c |     a 2 +   b 2 =    | 3 ⋅   x  M +   − 1 ⋅   y  M − 0 |    3 2 +   ( − 1 ) 2 =   | 3   x  M −   y  M |   10


  m


  x − 3 y = 0


  d  ( M , m ) =    | a ⋅   x  M + b ⋅   y  M − c |     a 2 +   b 2 =    |   x  M +   − 3 ⋅   y  M − 0 |    1 2 +   ( − 3 ) 2 =   |   x  M − 3   y  M |   10


    c 1


    | 3   x  M −   y  M |   10 =   |   x  M − 3   y  M |   10 ⇔  | 3   x  M −   y  M | = |   x  M − 3   y  M |


  3   x  M −   y  M =   x  M − 3   y  M ⇔ 2   x  M = − 2   y  M ⇔   x  M = −   y  M


  3   x  M −   y  M = 3   y  M −   x  M ⇔ 4   x  M = 4   y  M ⇔   x  M =   y  M


  l


  3 x − y = 0


  d  ( M , l ) =    | a ⋅   x  M + b ⋅   y  M − c |     a 2 +   b 2 =    | 3 ⋅   x  M +   − 1 ⋅   y  M − 0 |    3 2 +   ( − 1 ) 2 =   | 3   x  M −   y  M |   10


  m


   1 3 x − y = 0


  d  ( M , m ) =    | a ⋅   x  M + b ⋅   y  M − c |     a 2 +   b 2 =    |  1 3   x  M −   y  M − 0 |      (  1 3 ) 2 +   ( − 1 ) 2 =    |  1 3   x  M −   y  M |    10 9


    c 1


    | 3   x  M −   y  M |   10 =    |  1 3   x  M −   y  M |    10 9 ⇔  | 3   x  M −   y  M | = 3  |  1 3   x  M −   y  M | ⇔  | 3   x  M −   y  M | = |   x  M − 3   y  M |


  3   x  M −   y  M =   x  M − 3   y  M ⇔ 2   x  M = − 2   y  M ⇔   x  M = −   y  M
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