Uitwerkingen CCVW Wi iskunde B 21 juli 2026

Vraag 1a - 5 punten

pa(x) = 4x3 — 3ax? + 2ax — a; p(x) = 12x% — 6ax + 2a

Er zijn twee buigpunten als de vergelijking 12x? — 6ax + 2a = 0 twee oplossingen heeft
De discriminant van deze vergelijkingis D = (6a)? —4-12 - 2a = 36a% — 96a

Er zijn dus twee buigpunten als 36a? — 96a > 0
36a2-96a>0<3a’—-8a>0<a(3a—8)>0

Ditgeeft a>0A3a-8>0=3a>8ca>2 of a<0A3¢—-8<0&a<0

Kan ook met:

12x? —6ax+2a =0 6x>2—3ax+a=0
D=Ba)®>—-4-6-a=9a% - 24a
D>09a%-24a>03a*-8a>0eaBa-8)>0a<0va>:

Vraag 1b - 5 punten
fl=gx)ex?*+x+1=—x>-x+132x?+2x—-12=0x>+x—-6=10
Dit geeft (x +3)(x —2) =0, dus x; =-3 en x5 =2

Hieruit volgt y. = f(—=3) =In(9-3+4+1) =In(7) en yz =In(4+2+ 1) =In(7)
De punten B en C liggen dus op dezelfde hoogte

De basis van driehoek ABC is dus BC en de hoogte is yg — y4 = Y¢ — Va-

De oppervlakte van driehoek ABC is zodoende

- (a—x0) - (g —ya) =5 (2= (=3)) - (In(7) = 0) =5-5-In(7) =2In(7) (= In(v16807))

Vraag 1c - 5 punten

gx)=0eIn(-x2-x+13)=In(1) e x?—x+13=1© x?—x+12=0x2+x—-12=0
o x—3)(x+4)=0, dus x, =3

, —2x—1 , -6—1 -7

IO = 3 I3z~ 1~

De hoek tussen de raaklijn en de x-as is dus |tan~1(-7)| ~ 81,9°

Vraag 1d - 6 punten

() — F(x) = LIn(49) © In(—x2 — x + 13) — In(x? + +1)—1<49%>=>1 i) BESWON
g(x) = f(x) =3In n(—x%—x n(x? +x =1In N—2i,r7 )=
—x%-x+13
Ditgeeft ——"= _ 7 %2 x413=7(2+x+1) & x> —x+13=7x2 + 7x + 7
x2+x+1

©-8x2-8x+6=024x>+4x-3=0 (& (2x—-1)(2x+3)=0)

—4+V16—4-4--3 —4+V64 —4+8 1 3
s = Pa 8,dusx=EVx=—E

Oplossingen: x =
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Vraag 2a - 7 punten
Uitwerking 1: Met omzetting sin(A) = cos(4 — %n) of sin(A) = cos Gn — A)
f(x) =1 & cos(x) = sin(4x) © cos(x) = cos(4x — %n) of cos(x) = cos (%n - 4x)
Beide geven x=4x—%n+k-2an=%n—4x+k-2n
x=4x—%n+k-27r<:)—3x=—%n+k-2n@x=%n+k-§n
x=im—4x+k 2neSx=in+k 2rneox=2n+k-in

2 2 10 5
Oplossingen op hetinterval 0 < x < m:

1 1 2 9
—n, x=—n+2--m=—n
10 5 10

1 1 2 5
X=-T, X=-T+=-T=-T, X =
6 6 3 6 10

De oplossing x = %n + gn = in vervalt omdat dan sin(4x) = 0

Uitwerking 2: Met omzetting cos(x) = sin (x +%n)
f(x) =1 & cos(x) = sin(4x) & sin (x+%n) = sin(4x)
Dit geeft x+%n=4x+k-2an+§n=n—4x+k-2n
x+§n=4x+k-2n@—3x=—%n+k-2n@x=%n+k-§n
x+%n=n—4x+k-2n=>5x=§n+k~2n@x=%n+k'zn

5
Met dezelfde oplossingen op het interval 0 < x < m als in uitwerking 1

Uitwerking 3: Met omzetting cos(x) = sin Gn — x)
f(x) =1 & cos(x) = sin(4x) & sin (%n — x) = sin(4x)
Dit geeft %n—x=4x+k-2nV%n—x=T[—4x+k-2n
1

Eﬂ—x=4x+k-2n@—5x=—§n+k-2n@x=%n+k-§ﬂ

in—x=7T—4x+k-2n<:>3x=§n+k-2n@x=%n+k-§ﬂ

Met dezelfde oplossingen op het interval 0 < x < als in uitwerking 1

Vraag 2b - 5 punten
In een perforatie zijn de teller en de noemer van het functievoorschrift beide 0

cos(x) =0 x = %n. Dit geeft sin(4x) = sin (4 : %n) =sin(2n) =0
De x-codrdinaat van de perforatie is dus x = %n
sin(4x) = 2sin(2x) cos(2x) = 2 - (2 sin(x) cos(x)) - cos(2x) = 4 sin(x) cos(x) cos(2x)

. . s cos(x) 1s 1
Dit geeft xllglnf(X) - ler%nn 4 sin(x) cos(x) cos(2x) - xlir?n_ 4 sin(x) cos(2x)
_ 1 _ 1 _ 1 _ l
- 4sin(%n) cos(zén) - 4-sin(%n) cos(m) T a1-1 4

De y-codrdinaat van de perforatie is dus y = —i

De y-codrdinaat van de perforatie ook met de regel van de 'Hépital berekend worden:
Geen vwo examenonderwerp

(1

. . cos(x . —sin(x —sin{;m -1 1
lim £G0) = lim S50 Jjy 800 _ Gr) _-1_ _1
Xt P sin(4x) x_>E7T4cos(4x) 4cos(2m) 4-1 4
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Vraag 2c¢ - 4 punten
h'(x) = =3 sin(x) — 2 - 3 cos?(x) - —sin(x) = —3sin(x) + 6 cos?(x) sin(x) = 3 sin(x) (—1 + 2 cos?(x))
= 3sin(x) - (2 cos?(x) — 1) = 3sin(x) - cos(2x) = g(x)

Alternatief:
h'(x) = =3 sin(x) — 2 - 3 cos?(x) - —sin(x) = —3sin(x) + 6 cos?(x) sin(x)
g(x) = 3sin(x) cos(2x) = 3 sin(x) (2 cos?(x) — 1) = 6sin(x) cos?(x) — 3 sin(x) = h'(x)

Kan ook met de substitutiemethode (geen vwo wiskunde B leerstof)

J-g(x) dx = f 6 sin(x) cos?(x) — 3sin(x) dx

=2 f 3 cos?(x) dcos(x) + 3[ —sin(x) dx = =2 cos3(x) + 3 cos(x) + C

Vraag 2d - 5 punten
g(x)=0=>sin(x)=OVCos(Zx)=0(:>x=0+k-7rv2x=%n+k'n
@x=0+k-an=i7r+k-%ru:)x=0Vx=7TVx=ian=Z7r

De oppervlakte van het grootste viakdeel is dus
3 3 3
T 3 1 1 1 1 1
—fi‘; g(x) dx = —h(;n)+h(zn) = —3-—5\/2+2-(—5\/2) —-1+3 -5\/2+2-(E\/2) +1

=§\/§—2-§.(\/7)3+%\/7—2-§.(\/z)3=2‘(%\/§_2.%.2\/§)=2,(%\/§_1 2)=2\/§

2
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Vraag 3a - 7 punten

Voor x >0 zijn zowel vx als e'™** positief.
De minimale waarde van f isdus f(0) =0

1 2 2
flx) == +x-e!™" . —2x
2Vx
ffx)=0e L-el"‘2 —2xvx-el™ =0 o (L_ Zx\/E) Ll —
2vx 2Vx

Ditgeeft%—2xﬁ=0@1—2x\/§-2\/§=0®1—4x2=0(:>x2=i
N ER- 1_ 2
Ook.zﬁ—Zx\/Ec)Z_z—x\/E \/5@4 x

Aangezien f(x) alleen bestaat voor x = 0 is de enige oplossing x = %

3

De maximale waarde van f(x) isdus f G) = \E - es

Vraag 3b - 4 punten

gl(x) — _i . e2—2x2 . (_2 . 2x) — _i . e2—2x2 . (_4x) =x- e2—2;52

R = (Va-e7) = (V) (1) = x (1) = x e 07 = o272 = g/()

Vraag 3¢ - 5 punten
14 2 14

v@) = [ (£60)* dr = [ heo) dx = g,
0 0

1 o pp2 1 4 1 —ap?
=Tt-(——-e2 2p? _ 1 2 °)=—7T-(—e2 2 4 ¢2)
4 4 4

lim e272P” = 0 geeft lim v(p) = in (0 +e?) = %n -e?
p—

p—00

Vraag 3d - 7 punten
kx)=1(x) 4e§x = Ze%x o 4(ei")2 = Ze%x o e%x = 2 o %x =1In G) o x=4In G) (: In (1—16))
Kan ook met: 4e§x = Ze%x = Ze%x = e%x & In (Zeéx) =1ln (eix) < In(2) +1n (e%x) =1ln (e%x)

1 1 1 1 1 1
< In(2) tox=_xo x= —In(Q) e x= —Zln(Z) _Zln(E)

1 1
Te berekenen is dus [}, 1y k(x) = 1(x) dx = [} ) 47" — 265" dx

1
2
1

0 ay
=8-8-— 862 ln(%) + 8eln(%) — _8e1 <(2) ) + 8eln(%)

1 1 0
= [4 . 2e2% — 2. 4e4x]1

1 1
L= [8e7x — 8e1x]

inz in(3)
2
=—8-(3) +8:3=-8-T+8-2=-2+4=2.
Kan ook met
0 0
f L kG —1(x) dx = [Be%x - 8e%x] =8-8-— 8e%1n(1_16) + Se%ln(%) = —8eln(%) + 8e1n(%)
In(7g) In{7g
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Vraag 4a - 3 punten

Uitwerking 1: De lijn door O en M is een bissectrice van l en m

Punt M ligt even ver van lijn [ als van lijn m

Punt M ligt dus op een bissectrice van lijn [ en lijn m

2MOP is de hoek tussen lijn [ en deze bissectrice, £MO0OQ is de hoek tussen lijn m en deze bissectrice.
Deze hoeken zijn daarom gelijk

Uitwerking 2: sin(«MOP) = sin(«M0Q)

Omdat lijn I en lijn m raken aan de cirkel, geldt £OPM = 20QM = 90°
|MP| _ M|

Dit geeft sin(2MOP) = oy &N sin(2M0Q) = ol

Omdat |[MP| en |[MQ| beide gelijk zijn aan de straal van cirkel ¢, volgt hieruit dat de (sinussen van de)
hoeken gelijk zijn

Deze redenering is ook mogelijk met cosinus en tangens, maar dan moet wel extra opgemerkt worden
dat |OP| = |0Q| omdat de afstanden tussen de raakpunten en het snijpunt van de raakliinen aan een
cirkel altijd gelijk zijn

Uitwerking 3: De driehoeken OPM en OQM zijn gelijkvormig

De afstanden tussen de raakpunten aan de cirkel en het snijpunt van de raaklijnen zijn gelijk,
dus |OP| = |0Q|

|[MP| en |MQ| zijn beide gelijk aan de straal van cirkel c¢;, de overeenkomstige zijden van de
driehoeken OPM en 0QM zijn zodoende gelijk

Dit betekent dat deze driehoeken gelijkvormig zijn (ze zijn zelfs congruent!) en hieruit volgt dat de
overeenkomstige hoeken ZMOP en 2MOQ gelijk zijn

Uitwerking 4: Gebruik dat M op de lijn y = x ligt.

Alleen toegestaan als bij de uitwerking van vraag 4b niet gebruikt wordt dat LOMP = 20MQ,
dus niet toegestaan als uitwerking 1 van vraag 4b gegeven wordt.

(In dat geval zijn 4a en 4b samen maximaal 3 punten waard).

y=3x S x= gy. Delijnen:y =3xenm:y = %x zijn dus elkaars spiegelbeeld in de lijn y = x.

De hoek « tussen [ en de y-as is daarom gelijk aan de hoek tussen m en de x-as
Kan ook met:
x_p 1

Voor de hoek a tussen lijn [ en de y-as geldt tan(a) = ;—P = o7
P P

Deze hoek is dus gelijk aan de hoek tussen lijn m en de x-as.

De hoek tussen de lijn door O en M en de y-as is gelijk aan ZMOP + «
De hoek tussen de lijn door O en M en de x-as is gelijk aan 2M0Q + «
Beide hoeken zijn gelijk aan 45°, dus volgt £MOP = 2M0OQ

Variant op uitwerking 4:

Voor de hoek 5 tussen [ en de x-as geldt tan(B) = 3, dus B = tan~1(3) = 71,565°.

Voor de hoek a tussen m en de x-as geldt tan(a) = § dus a =tan™?! G) ~ 18,435°.

De hoek y tussen de lijn y = x en de x-as is 45°
LMOP = —vy;, £MOQ =y —«a
Dit geeft ZMOP =~ 71,565° — 45° = 26,565° en £MOQ ~ 45° — 18,435° = 26,565°
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Vraag 4b - 3 punten

Uitwerking 1: Gebruik dat LOMP = 0MQ.

Alleen toegestaan als bij de uitwerking van vraag 4a niet gebruikt wordt dat M op de lijn y = x ligt,
dus niet toegestaan als uitwerking 4 van vraag 4a gegeven wordt.

(In dat geval zijn 4a en 4b samen maximaal 3 punten waard).

y=3x o x = %y. Delijjnenl:y =3xenm:y = %x zijn dus elkaars spiegelbeeld in de lijn y = x.

De hoek a tussen [ en de y-as is daarom gelijk aan de hoek tussen m en de x-as

Kan ook met:
Xp _1

Voor de hoek a tussen lijn [ en de y-as geldt tan(a) = ;—P =i T3
P P

Deze hoek is dus gelijk aan de hoek tussen lijn m en de x-as.

De hoek tussen de x-as en de y-as is zodoende gelijk aan za + 2M0Q + £MOP + L«
Omdat zMOP = £M0Q volgt hieruit dat de hoek tussen de lijn door 0 en M en de x-as,

datis a + 2M0Q, gelijk is aan % 90° = 45°
Zo zien we dat M op de lijn x = y ligt

Uitwerking 2: Met bissectrice en richtingsvectoren van | en m

Omdat [ en m raken aan c,, ligt M op een bissectrice van [ en m

Een richtingsvector voor lijn [ is (;) een richtingsvector voor lijn m is (i)

Deze vectoren zijn even lang, dus een richtingsvector voor de bissectrice van [ en m waar M op ligt is
(3)+ (=)

M ligt dus op de lijn door 0(0,0) met richtingsvector (i) datis delijn y =x

Uitwerking 3: Met loodlijn op 1 uit punt P en loodlijn op m uit punt Q

M is het snijpunt van [l, de loodlijn op [ uit P en Im, de loodlijn op m uit Q
Noem xp, = p. Omdat P om lijn [ ligt, geeft dit y, = 3p.
Omdat Q op lijn m ligt op dezelfde afstand van 0(0,0) als P geeft ditx, =3peny, =p
Een vergelijking voor Il is y — yp = —%(x —xp)©y—3p= —gx +§p Sy= —%x +1?Op
Een vergelijking voor Im is y — y, = —3(x - xQ) ©Sy—-p=-3x+9peoy=-3x+10p

1 10 8 20 5
—§x+?p——3x+10p(:)§x—?p<:)x—5p

10 5

. 5 5 1 5
Ditgeeftxy =-penyy =-3--p+10p=—--Jp+—p=73p

Uitwerking 4: Met afstandsformule en d(M, 1) = d(M, m)

De vergelijking van [ kan geschreven worden als 3x —y = 0.

. _ laxm+byy—c| _ [3:xm+-1yy—0| _ [3xp—-yml
Dit geeft d(M, 1) = N i ey~ Vo
De vergelijking van m kan geschreven worden als x — 3y =0

Dit geeft d(M,m) = laxpy+byy—cl _ lxm+ -3ym—0| — xm—=3yml

Jaz+pz  J124(-3)2 V1o
Beide zijn gelijk aan de straal van c;, dus volgt |3x"&’1;:’”' = 'xMJIi()y”' & 3%y — yul = 1%y = 3yl

Dit geeft 3xy — vy = 2y — 3y © 2xy = =2y © xy = —yu (komt niet overeen met de figuur)

of 3xy —yu =3y — Xy © 4xy =4y © Xy = Vu
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Variant op uitwerking 4 van vraag 4b:

De vergelijking van [ kan geschreven worden als 3x —y = 0.
Dit geeft d(M,1) = laxpy+b-ypm—cl _ 13-xm+ -1-ym—0| _ [Bxp—yml

Va?+b? T 32 V1o

e 1
De vergelijking van m kan geschreven worden als XY=

, o Lo ol -
Dit geet d(i,m) = 122022 s |s"MwyM|
a%+b \/@ +(=1)2 2
Beide zijn gelijk aan de straal van c,, dus volgt
1
13xpm—yMml XM—YM 1
x%m = |3 \/ﬁ | & [3xy —yul =3 |§xM _)’M| & 3xy — yul = |lxy — 3yml
5

Dit geeft 3xy —yy = xy — 3y © 2xy = —2yy © xy = —yyu (komt niet overeen met de figuur)

of 3xy — vy =3yy — Xy © 4xy = 4yy © Xy = Vu

Vraag 4c - 5 punten
Uitwerking 1: Met vergelijking cirkel c,.
Merk op dat x),, = y,,. We noteren a = x, = yy.

De oppervlakte van cirkel c; wordt gegeven door nr? en is gelijk aan 10w

Voor de straal r van ¢, geldt zodoende r2 = 10

De vergelijking van ¢; heeft dus de vorm (x —a)? + (y — a)? = 10

Cirkel ¢, heeft één gemeenschappelijk punt met lijn I: y = 3x,

de vergelijking (x — a)? + (3x — a)? = 10 heeft dus één oplossing

(x—a)+Bx—a)? =10 x?>—-2ax +a*+9x% —6ax + p> —10 = 0 © 10x% — 8ax + 2a®? — 10 =0
De discriminant van deze vergelijking is D = (8a)? — 4 - 10 - (2a? — 10) = —16a? + 400

4

D=0sa%= % = 25. Aangezien uit de figuur volgt dat a > 0 volgt hieruita = x); = yyy, =5

Deze berekening kan uiteraard ook met lijn m:y = ix.

2
Dit geeft (x—a)2+(§x—a) = 10(:)1—90x2—§ax+2a2—10=0 met D =—1’76a2+?

Uitwerking 2: Met loodlijn uit M op 1

De loodlijn op [ uit M heeft richtingscoéfficiént —§

Deze lijn gaat door punt M(a, a) dus de vergelijking is y = —ix + 1§a
P is het snijpunt van deze loodlijn met de lijn y = 3x, dus volgt

1 1 10 4 2 . 2 6
3xp = =X+ 1§a S TXp=aSxp=_a Dit geeft y, =3 ja=-ca

Voor de straal r van ¢, geldt rr? = 10 < r? = 10. Dit geeft |[MP|? =r? =10
2 2 3 \? 1 \? 10 2
v © (X —xp)+ Yy — yp) =10<:>(Ea) +(—Ea) =10®Ea =10 a* =25

Omdat a = x,, > 0 volgt hieruit x,;, =y, =5
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Variant op uitwerking 2 van vraag 4c met loodlijn uit M op m:

De loodlijn op m uit M heeft richtingscoéfficiént —3

Deze lijn gaat door punt M(a, a), dus de vergelijking is y = —3x + 4a

Q is het snijpunt van deze loodlijn met de lijn y = gx, dus volgt

%xQ =—3xp +4a & %xQ =4a e xp = ga. Dit geeft y, =§‘§a = %a

Voor de straal r van ¢; geldt nr? = 10r © r? = 10. Dit geeft |MQ|?> =% = 10
3 10 5

2 2
o (1) + O —v) =100 (-1a) +(a) =10e e =10 a> =25
Omdat a = x,, > 0 volgt hieruit x,, = y,; =5
Uitwerking 3: Vervolg op uitwerking 3 van vraag 4b

We hebben al berekend: als x, = p, dangeldt y, =3penxy, =y, = %p

10

. 5 \?2 5 \?2 9
Dit geeft d(M,P) = \/(p —Ep) + (3p —Ep) = \/sz +%p2 = [7P*= %p V10
De oppervlakte van cirkel c; wordt gegeven door nr? en is gelijk aan 10w
Voor de straal r van c; geldt zodoende % = 10 = r = /10
Uit d(M, P) = r volgt dan %p -v/10 =10
Ditgeeftp =2enxy =yy =§p= 5

Kan ook met d(M, Q) = \[(3p —;p)z + (p _;p)z = /ipz + %pz

Uitwerking 4: Met de afstandsformule
De oppervlakte van cirkel c; wordt gegeven door nr? en is gelijk aan 10w

Voor de straal r van ¢; geldt zodoende 2 = 10 © r =10
De vergelijking van lijn [ kunnen we schrijven als 3x —y =0

_ laxm+byy—c| _ |3:xpm—1-xpm—0] _ [2xpm]|
De afstandsformule geeft d(M,1) = T ey Vi

Dit moet gelijk zijn aan r = V10, dus volgt: |2xy| = 10  |xy| =5
Omdat x,, > 0 geeftdit xy; =y, =5

[2xpm|

V1o

De afstand tussen M en lijn m:x — 3y = 0 geeft d(M, m) =
hierboven.
De afstand tussen M en lijn m: %x —y =0 geeft

[0
FXM—XM
10

I

d(M,m) = . dus d(M,m)=\/ﬁ<:>|§xM|:1o(:>|xM| =5

3
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Uitwerking 5 van vraag 4c: Met de stelling van Pythagoras in driehoek OMP
De oppervlakte van cirkel c; wordt gegeven door nr? en is gelijk aan 10w

Voor de straal r van ¢, geldt zodoende r2 = 10

Dit geeft |[MP|? = 10

Met x, = p dus y, = 3p en x, = yy = a volgt

|OP|? = p?2 + (3p)? = 10p?, |OM|? = a? + a® = 2a® en |[MP|> = (p —a)? + (3p — a)?
Uit |OP|? + |[MP|?> = |OM|? volgt dan

10p? + p? — 2ap + a? + 9p% — 6ap + a? = 2a? & 20p? —8ap =0
Omdat p # 0 geeft dit 20p = 8a & p =Za

Zo zien we |MP|* = Ga - a)z + (ga - a)z = (—ga)z + (éa)z = gaz
[MP|? = 10 geeft dan %az =10oa’=25=2xy=yy=a=>5

Variant op uitwerking 5 met de stelling van Pythagoras in driehoek OMQ
De oppervlakte van cirkel c; wordt gegeven door nr? en is gelijk aan 10w

Voor de straal r van ¢; geldt zodoende r2 = 10

Dit geeft |[MQ|? = 10

Met x, = q dus y, =§q en x, = yy = a volgt

1 \% 10 1 2
001> = ¢ + (3q) =3¢ |0M|* =a® +a? = 2a* en |MQI* = (g — a)* + (g —a)

Uit |0Q|? + [MQ|? = |OM|? volgt dan
1—90q2 +q?% — 2aq + a? +§q2—§aq+a2 = 2a* @%qz —gqa= 0
8

Omdat g # 0 geeft dit ?q =§a(:>q =%-§a :Sa
2 2 2 2
Zo zien we |MQ|2=(§a—a) +(§a_a) =(%a) +(_%a) =£a2

IMQ|? = 10 geeft dan z—ga2=10@a2=25=>xM=yM=a=5

Vraag 4d - 5 punten
N is het snijpunt van de loodlijn op 1 in R(1,3) met de y-as

Een vergelijking voor deze loodlijn is y = —%x + 3%

xy =0 geeft yy =3§

2
De straal van ¢, is 7 = [NR| = /(xg — x3)2 + (yg —yn)2 = 12+ (—%) = /1%
L . 1\2
Een vergelijking voor c, is zodoende x? + (y -3 5) =1-

Kan ook met:
2
Een vergelijking van de cirkel met middelpunt N (0, 3%) heeft de vorm x? + (y - 3%) =r?

2
Invullen van xz = 1 en y, = 3 geeft 2 =12 + (_ _) =1
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    p  a ′  ( x ) = 4   x 3 − 3 a   x 2 + 2 a x − a


    p  a  ′ ′  ( x ) = 12   x 2 − 6 a x + 2 a


  12   x 2 − 6 a x + 2 a = 0


  D =    ( 6 a ) 2 − 4 ⋅ 12 ⋅ 2 a = 36   a 2 − 96 a


  36   a 2 − 96 a > 0


  36   a 2 − 96 a > 0 ⇔ 3   a 2 − 8 a > 0 ⇔ a  ( 3 a − 8 ) > 0


  a > 0 ∧ 3 a − 8 > 0 ⇔ 3 a > 8 ⇔ a >  8 3


  a < 0 ∧ 3 a − 8 < 0 ⇔ a < 0


  12   x 2 − 6 a x + 2 a = 0 ⇔ 6   x 2 − 3 a x + a = 0


  D =    ( 3 a ) 2 − 4 ⋅ 6 ⋅ a = 9   a 2 − 24 a


  D =    ( 3 a ) 2 − 4 ⋅ 6 ⋅ a = 9   a 2 − 24 a


  D > 0 ⇔ 9   a 2 − 24 a > 0 ⇔ 3   a 2 − 8 a > 0 ⇔ a  ( 3 a − 8 ) > 0 ⇔ a < 0 ∨ a >    8 3


  D > 0 ⇔ 9   a 2 − 24 a > 0 ⇔ 3   a 2 − 8 a > 0 ⇔ a  ( 3 a − 8 ) > 0 ⇔ a < 0 ∨ a >    8 3


  f  ( x ) = g  ( x ) ⇔   x 2 + x + 1 = −   x 2 − x + 13 ⇔ 2   x 2 + 2 x − 12 = 0 ⇔   x 2 + x − 6 = 0


   ( x + 3 )  ( x − 2 ) = 0


    x  C = − 3


    x  B = 2


    y  C = f  ( − 3 ) =  ln ⁡   ( 9 − 3 + 1 ) = ln ⁡ ( 7 )


    y  B =  ln ⁡   ( 4 + 2 + 1 ) = ln ⁡ ( 7 )


  B


  C


  A B C


  B C


    y  B −   y  A =   y  C −   y  A


  A B C


   1 2 ⋅  (   x  B −   x  C ) ⋅  (   y  B −   y  A ) ⋅ =  1 2 ⋅  ( 2 −  ( − 3 ) ) ⋅  (  ln ⁡   ( 7 ) − 0 ) =  1 2 ⋅ 5 ⋅  ln ⁡   ( 7 ) =  5 2 ln ⁡ ( 7 )


   ( =  ln ⁡   (  16807 ) )


  g  ( x ) = 0 ⇔  ln ⁡   ( −   x 2 − x + 13 ) =  ln ⁡   ( 1 ) ⇔ −   x 2 − x + 13 = 1 ⇔ −   x 2 − x + 12 = 0 ⇔   x 2 + x − 12 = 0


  ⇔  ( x − 3 )  ( x + 4 ) = 0


    x  A = 3


    g ′  ( x ) =   − 2 x − 1  −   x 2 − x + 13   ⇒       g ′  ( 3 ) =   − 6 − 1  − 9 − 3 + 13 =   − 7 1 = − 7


  |    tan  − 1 ⁡   ( − 7 ) | ≈ 81 , 9 °


  g  ( x ) − f  ( x ) =    1 2  ln ⁡   ( 49 ) ⇔  ln ⁡   ( −   x 2 − x + 13 ) −  ln ⁡   (   x 2 + x + 1 ) =  ln ⁡   (  49   1 2 ) ⇔  ln ⁡   (   −   x 2 − x + 13    x 2 + x + 1 ) =  ln ⁡   ( 7 )


    −   x 2 − x + 13    x 2 + x + 1


  = 7 ⇔ −   x 2 − x + 13 = 7  (   x 2 + x + 1 ) ⇔ −   x 2 − x + 13 = 7   x 2 + 7 x + 7


  ⇔ − 8   x 2 − 8 x + 6 = 0 ⇔ 4   x 2 + 4 x − 3 = 0            ( ⇔  ( 2 x − 1 )  ( 2 x + 3 ) = 0 )


  x =   − 4 ±  16 − 4 ⋅ 4 ⋅ − 3 8 =   − 4 ±  64 8 =   − 4 ± 8 8


  x =  1 2 ∨ x = −  3 2


   sin ⁡   ( A ) = cos ⁡ ( A −  1 2 𝜋 )


   sin ⁡   ( A ) =  cos ⁡   (  1 2 𝜋 − A )


  f  ( x ) = 1 ⇔  cos ⁡   ( x ) =  sin ⁡   ( 4 x ) ⇔  cos ⁡   ( x ) =  cos ⁡  ( 4 x −  1 2 𝜋 )


   cos ⁡   ( x ) =  cos ⁡   (  1 2 𝜋 − 4 x )


  x = 4 x −  1 2 𝜋 + k ⋅ 2 𝜋 ∨ x =  1 2 𝜋 − 4 x + k ⋅ 2 𝜋


  x = 4 x −  1 2 𝜋 + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ − 3 x = −  1 2 𝜋 + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ x =  1 6 𝜋 + k ⋅  2 3 𝜋


  x =  1 2 𝜋 − 4 x + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ 5 x =  1 2 𝜋 + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ x =  1 10 𝜋 + k ⋅  2 5 𝜋


  0 ≤ x ≤ 𝜋


  x =  1 6 𝜋


  x =  1 6 𝜋 +  2 3 𝜋 =  5 6 𝜋


  x =  1 10 𝜋


  x =  1 10 𝜋 + 2 ⋅  2 5 𝜋 =  9 10 𝜋


  x =  1 10 𝜋 +  2 5 𝜋 =  1 2 𝜋


   sin ⁡   ( 4 x ) = 0


   cos ⁡   ( x ) =  sin ⁡   ( x +  1 2 𝜋 )


  f  ( x ) = 1 ⇔  cos ⁡   ( x ) =  sin ⁡   ( 4 x ) ⇔  sin ⁡   ( x +  1 2 𝜋 ) = sin ⁡ ( 4 x )


  x +  1 2 𝜋 = 4 x + k ⋅ 2 𝜋 ∨ x +  1 2 𝜋 = 𝜋 − 4 x + k ⋅ 2 𝜋


  x +  1 2 𝜋 = 4 x + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ − 3 x = −  1 2 𝜋 + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ x =  1 6 𝜋 + k ⋅  2 3 𝜋


  x +  1 2 𝜋 = 𝜋 − 4 x + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ 5 x =  1 2 𝜋 + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ x =  1 10 𝜋 + k ⋅  2 5 𝜋


  0 ≤ x ≤ 𝜋


   cos ⁡   ( x ) =  sin ⁡   (  1 2 𝜋 − x )


  f  ( x ) = 1 ⇔  cos ⁡   ( x ) =  sin ⁡   ( 4 x ) ⇔  sin ⁡   (  1 2 𝜋 − x ) = sin ⁡ ( 4 x )


   1 2 𝜋 − x = 4 x + k ⋅ 2 𝜋 ∨  1 2 𝜋 − x = 𝜋 − 4 x + k ⋅ 2 𝜋


   1 2 𝜋 − x = 4 x + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ − 5 x = −  1 2 𝜋 + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ x =  1 10 𝜋 + k ⋅  2 5 𝜋


   1 2 𝜋 − x = 𝜋 − 4 x + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ 3 x =  1 2 𝜋 + k ⋅ 2 𝜋 ⇔ x =  1 6 𝜋 + k ⋅  2 3 𝜋


  0 ≤ x ≤ 𝜋


   cos ⁡   ( x ) = 0 ⇔ x =  1 2 𝜋


   sin ⁡   ( 4 x ) =  sin ⁡   ( 4 ⋅  1 2 𝜋 ) =  sin ⁡   ( 2 𝜋 ) = 0


  x =  1 2 𝜋


   sin ⁡   ( 4 x ) = 2  sin ⁡   ( 2 x )  cos ⁡   ( 2 x ) = 2 ⋅  ( 2  sin ⁡   ( x )  cos ⁡   ( x ) ) ⋅  cos ⁡   ( 2 x ) = 4  sin ⁡   ( x )  cos ⁡   ( x ) cos ⁡ ( 2 x )


     lim  x →  1 2 𝜋 ⁡  f  ( x ) =    lim  x →  1 2 𝜋 ⁡    cos ⁡ ( x )  4  sin ⁡   ( x )  cos ⁡   ( x )  cos ⁡   ( 2 x ) =  lim  x →  1 2 𝜋  1  4  sin ⁡   ( x )  cos ⁡   ( 2 x )


  =  1  4  sin ⁡   (  1 2 𝜋 )  cos ⁡   ( 2 ⋅  1 2 𝜋 ) =  1  4  sin ⁡   (  1 2 𝜋 )  cos ⁡   ( 𝜋 ) =  1  4 ⋅ 1 ⋅ − 1 = −  1 4


  y = −  1 4


     lim  x →  1 2 𝜋 ⁡  f  ( x ) =    lim  x →  1 2 𝜋 ⁡    cos ⁡ ( x )  sin ⁡ ( 4 x ) =  lim  x →  1 2 𝜋   − sin ⁡ ( x )  4  cos ⁡   ( 4 x ) =   −  sin ⁡   (  1 2 𝜋 )  4 cos ⁡ ( 2 𝜋 ) =   − 1  4 ⋅ 1 = −  1 4


   h ′  ( x ) = − 3  sin ⁡   ( x ) − 2 ⋅ 3    cos 2 ⁡   ( x ) ⋅ − sin ⁡ ( x ) = − 3  sin ⁡   ( x ) + 6    cos 2 ⁡   ( x )  sin ⁡   ( x ) = 3  sin ⁡   ( x )  ( − 1 + 2    cos 2 ⁡   ( x ) )  


  = 3  sin ⁡   ( x ) ⋅  ( 2    cos 2 ⁡   ( x ) − 1 ) = 3  sin ⁡   ( x ) ⋅  cos ⁡   ( 2 x ) = g ( x )


   h ′  ( x ) = − 3  sin ⁡   ( x ) − 2 ⋅ 3    cos 2 ⁡   ( x ) ⋅ −  sin ⁡   ( x ) = − 3  sin ⁡   ( x ) + 6    cos 2 ⁡   ( x ) sin ⁡ ( x )


  g  ( x ) = 3  sin ⁡   ( x )  cos ⁡   ( 2 x ) = 3  sin ⁡   ( x ) ( 2    cos 2 ⁡   ( x ) − 1 ) = 6  sin ⁡   ( x )    cos 2 ⁡   ( x ) − 3  sin ⁡   ( x ) = h ′ ( x )


  g  ( x ) = 3  sin ⁡   ( x )  cos ⁡   ( 2 x ) = 3  sin ⁡   ( x ) ( 2    cos 2 ⁡   ( x ) − 1 ) = 6  sin ⁡   ( x )    cos 2 ⁡   ( x ) − 3  sin ⁡   ( x ) = h ′ ( x )


   ∫  g ( x )   d x =  ∫  6  sin ⁡   ( x )    cos 2 ⁡  ( x ) − 3  sin ⁡   ( x )   d x


                                              = 2  ∫  3    cos 2 ⁡   ( x )   d   cos ⁡ ( x ) + 3  ∫  −  sin ⁡   ( x )   d x = − 2    cos 3 ⁡   ( x ) + 3  cos ⁡   ( x ) + C


                                              = 2  ∫  3    cos 2 ⁡   ( x )   d   cos ⁡ ( x ) + 3  ∫  −  sin ⁡   ( x )   d x = − 2    cos 3 ⁡   ( x ) + 3  cos ⁡   ( x ) + C


  g  ( x ) = 0 ⇔  sin ⁡   ( x ) = 0 ∨  cos ⁡   ( 2 x ) = 0 ⇔ x = 0 + k ⋅ 𝜋 ∨ 2 x =  1 2 𝜋 + k ⋅ 𝜋


  ⇔ x = 0 + k ⋅ 𝜋 ∨ x =  1 4 𝜋 + k ⋅  1 2 𝜋 ⇔ x = 0 ∨ x = 𝜋 ∨ x =  1 4 𝜋 ∨ x =  3 4 𝜋


  −   ∫   1 4 𝜋   3 4 𝜋  g  ( x )   d x = − h  (  3 4 𝜋 ) + h  (  1 4 𝜋 ) = − 3 ⋅ −  1 2  2 + 2 ⋅    ( −  1 2  2 ) 3 − 1 + 3 ⋅  1 2  2 + 2 ⋅    (  1 2  2 ) 3 + 1


  =  3 2  2 − 2 ⋅  1 8 ⋅    (  2 ) 3 +  3 2  2 − 2 ⋅  1 8 ⋅    (  2 ) 3 = 2 ⋅  (  3 2  2 − 2 ⋅  1 8 ⋅ 2  2 ) = 2 ⋅  (  3 2  2 −  1 2  2 ) = 2  2


  x > 0


   x


   e  1 −   x 2


  f


  f  ( 0 ) = 0


    f ′  ( x ) =  1  2  x ⋅  e  1 −   x 2 +  x ⋅  e  1 −   x 2 ⋅ − 2 x


    f ′  ( x ) = 0 ⇔  1  2  x ⋅  e  1 −   x 2 − 2 x  x ⋅  e  1 −   x 2 = 0 ⇔  (  1  2  x − 2 x  x ) ⋅  e  1 −   x 2 = 0


    f ′  ( x ) = 0 ⇔  1  2  x ⋅  e  1 −   x 2 − 2 x  x ⋅  e  1 −   x 2 = 0 ⇔  (  1  2  x − 2 x  x ) ⋅  e  1 −   x 2 = 0


   1  2  x − 2 x  x = 0 ⇔ 1 − 2 x  x ⋅ 2  x = 0 ⇔ 1 − 4   x 2 = 0 ⇔   x 2 =  1 4


   1  2  x = 2 x  x ⇔  1  2 ⋅ 2 = x  x ⋅  x ⇔  1 4 =   x 2


  f ( x )


  x ≥ 0


  x =  1 2


  f ( x )


  f  (  1 2 ) =   1 2 ⋅  e   3 4


    g ′  ( x ) = −  1 4 ⋅  e  2 − 2   x 2 ⋅  ( − 2 ⋅ 2 x ) = −  1 4 ⋅  e  2 − 2   x 2 ⋅  ( − 4 x ) = x ⋅  e  2 − 2   x 2


  h  ( x ) =    (  x ⋅  e  1 −   x 2 ) 2 =    (  x ) 2 ⋅    (  e  1 −   x 2 ) 2 = x ⋅    (  e  1 −   x 2 ) 2 = x ⋅  e  2 ⋅  ( 1 −   x 2 ) =   x ⋅  e  2 − 2   x 2 = g ′ ( x )


  v  ( p ) = 𝜋 ⋅   ∫ 0  p     ( f  ( x ) ) 2   d x = 𝜋 ⋅   ∫ 0  p  h ( x )   d x = 𝜋 ⋅    [ g ( x ) ] 0  p


  = 𝜋 ⋅  ( −  1 4 ⋅  e  2 − 2   p 2 − −  1 4 ⋅  e  2 − 0 ) =  1 4 𝜋 ⋅  ( −  e  2 − 2   p 2 +  e 2 )


     lim  p → ∞ ⁡   e  2 − 2   p 2 = 0


     lim  p → ∞ ⁡  v ( p ) =  1 4 𝜋 ⋅  ( 0 +  e 2 ) =  1 4 𝜋 ⋅  e 2


  k  ( x ) = l  ( x ) ⇔ 4  e   1 2 x = 2  e   1 4 x ⇔ 4    (  e   1 4 x ) 2 = 2  e   1 4 x ⇔  e   1 4 x =  1 2 ⇔  1 4 x =  ln ⁡   (  1 2 ) ⇔ x = 4  ln ⁡   (  1 2 )            ( =  ln ⁡   (  1 16 ) )


  4  e   1 2 x = 2  e   1 4 x ⇔ 2  e   1 2 x =  e   1 4 x ⇔  ln ⁡   ( 2  e   1 2 x ) =  ln ⁡   (  e   1 4 x ) ⇔  ln ⁡   ( 2 ) +  ln ⁡   (  e   1 2 x ) =  ln ⁡   (  e   1 4 x )


  ⇔  ln ⁡   ( 2 ) +  1 2 x =  1 4 x ⇔  1 4 x = −  ln ⁡   ( 2 ) ⇔ x = −  1 4  ln ⁡   ( 2 ) =  1 4  ln ⁡   (  1 2 )


    ∫  4  ln ⁡   (  1 2 ) 0  k  ( x ) − l ( x )   d x =   ∫  4  ln ⁡   (  1 2 ) 0  4  e   1 2 x − 2  e   1 4 x   d x


  =    [ 4 ⋅ 2  e   1 2 x − 2 ⋅ 4  e   1 4 x ]   1 4  ln ⁡   (  1 2 ) 0 =    [ 8  e   1 2 x − 8  e   1 4 x ]   1 4  ln ⁡   (  1 2 ) 0 = 8 − 8 − 8  e  2  ln ⁡   (  1 2 ) + 8  e   ln ⁡   (  1 2 ) = − 8  e   ln ⁡   (    (  1 2 ) 2 ) + 8  e   ln ⁡   (  1 2 )


  = − 8 ⋅    (  1 2 ) 2 + 8 ⋅  1 2 = − 8 ⋅  1 4 + 8 ⋅  1 2 = − 2 + 4 = 2


    ∫   ln ⁡   (  1 16 ) 0  k  ( x ) − l ( x )   d x =    [ 8  e   1 2 x − 8  e   1 4 x ]   ln ⁡   (  1 16 ) 0 = 8 − 8 − 8  e   1 2  ln ⁡   (  1 16 ) + 8  e   1 4  ln ⁡   (  1 16 ) = − 8  e   ln ⁡   (  1 4 ) + 8  e   ln ⁡   (  1 2 )


  O


  M


  l


  m


  M


  l


  m


  M


  l


  m


  ∠ M O P


  l


  ∠ M O Q


  m


   sin ⁡   ( ∠ M O P ) =  sin ⁡   ( ∠ M O Q )


  l


  m


  ∠ O P M = ∠ O Q M = 90 °


   sin ⁡   ( ∠ M O P ) =   | M P |  | M O |


   sin ⁡   ( ∠ M O Q ) =   | M Q |  | M O |


  | M P |


  | M Q |


    c 1


   | O P | = | O Q |


  O P M


  O Q M


   | O P | = | O Q |


  | M P |


  | M Q |


    c 1


  O P M


  O Q M


  ∠ M O P


  ∠ M O Q


  M


  y = x


  ∠ O M P = ∠ O M Q


  y = 3 x ⇔ x =  1 3 y


  l : y = 3 x


  m : y =  1 3 x


  y = x


  𝛼


  l


  m


  𝛼


  l


   tan ⁡   ( 𝛼 ) =     x  P    y  P =     x  P  3   x  P =  1 3


  m


  O


  M


  ∠ M O P + 𝛼


  O


  M


  ∠ M O Q + 𝛼


  45 °


  ∠ M O P = ∠ M O Q


  𝛽


  l


   tan ⁡   ( 𝛽 ) = 3


  𝛽 =    tan  − 1 ⁡  ( 3 ) ≈ 71 , 565 °


  𝛼


  m


   tan ⁡   ( 𝛼 ) =  1 3


  𝛼 =    tan  − 1 ⁡   (  1 3 ) ≈ 18 , 435 °


  𝛾


  y = x


  45 °


  ∠ M O P = 𝛽 − 𝛾


  ∠ M O Q = 𝛾 − 𝛼


  ∠ M O P ≈ 71 , 565 ° − 45 ° = 26 , 565 °


  ∠ M O Q ≈ 45 ° − 18 , 435 ° = 26 , 565 °


    ∠ O M P = ∠ O M Q


  M


  y = x


  y = 3 x ⇔ x =  1 3 y


  l : y = 3 x


  m : y =  1 3 x


  y = x


  𝛼


  l


  m


  𝛼


  l


   tan ⁡   ( 𝛼 ) =     x  P    y  P =     x  P  3   x  P =  1 3


  m


  ∠ 𝛼 + ∠ M O Q + ∠ M O P + ∠ 𝛼


  ∠ M O P = ∠ M O Q


  O


  M


  𝛼 + ∠ M O Q


   1 2 ⋅ 90 ° = 45 °


  M


  x = y


  l


  m


  l


  m


    c 1


  M


  l


  m


  l


   (    1   3 )


  m


   (    3   1 )


  l


  m


  M


   (    1   3 ) +  (    3   1 ) =  (    4   4 )


  M


  O ( 0 , 0 )


   (    4   4 )


  y = x


  l


  P


  m


  Q


  M


  l l


  l


  P


  l m


  m


  Q


    x  P = p


  P


  l


    y  P = 3 p


  Q


  m


  O ( 0 , 0 )


  P


    x  Q = 3 p


    y  Q = p


  l l


  y −   y  P = −  1 3  ( x −   x  P ) ⇔ y − 3 p = −  1 3 x +  1 3 p ⇔ y = −  1 3 x +  10 3 p


  l m


  y −   y  Q = − 3  ( x −   x  Q ) ⇔ y − p = − 3 x + 9 p ⇔ y = − 3 x + 10 p


  −  1 3 x +  10 3 p = − 3 x + 10 p ⇔  8 3 x =  20 3 p ⇔ x =  5 2 p


    x  M =  5 2 p


    y  M = − 3 ⋅  5 2 p + 10 p = −  1 3 ⋅  5 2 p +  10 3 p =  5 2 p


  d  ( M , l ) = d ( M , m )


  l


  3 x − y = 0


  d  ( M , l ) =    | a ⋅   x  M + b ⋅   y  M − c |     a 2 +   b 2 =    | 3 ⋅   x  M +   − 1 ⋅   y  M − 0 |    3 2 +   ( − 1 ) 2 =   | 3   x  M −   y  M |   10


  m


  x − 3 y = 0


  d  ( M , m ) =    | a ⋅   x  M + b ⋅   y  M − c |     a 2 +   b 2 =    |   x  M +   − 3 ⋅   y  M − 0 |    1 2 +   ( − 3 ) 2 =   |   x  M − 3   y  M |   10


    c 1


    | 3   x  M −   y  M |   10 =   |   x  M − 3   y  M |   10 ⇔  | 3   x  M −   y  M | = |   x  M − 3   y  M |


  3   x  M −   y  M =   x  M − 3   y  M ⇔ 2   x  M = − 2   y  M ⇔   x  M = −   y  M


  3   x  M −   y  M = 3   y  M −   x  M ⇔ 4   x  M = 4   y  M ⇔   x  M =   y  M


  l


  3 x − y = 0


  d  ( M , l ) =    | a ⋅   x  M + b ⋅   y  M − c |     a 2 +   b 2 =    | 3 ⋅   x  M +   − 1 ⋅   y  M − 0 |    3 2 +   ( − 1 ) 2 =   | 3   x  M −   y  M |   10


  m


   1 3 x − y = 0


  d  ( M , m ) =    | a ⋅   x  M + b ⋅   y  M − c |     a 2 +   b 2 =    |  1 3   x  M −   y  M − 0 |      (  1 3 ) 2 +   ( − 1 ) 2 =    |  1 3   x  M −   y  M |    10 9


    c 1


    | 3   x  M −   y  M |   10 =    |  1 3   x  M −   y  M |    10 9 ⇔  | 3   x  M −   y  M | = 3  |  1 3   x  M −   y  M | ⇔  | 3   x  M −   y  M | = |   x  M − 3   y  M |


  3   x  M −   y  M =   x  M − 3   y  M ⇔ 2   x  M = − 2   y  M ⇔   x  M = −   y  M


  3   x  M −   y  M = 3   y  M −   x  M ⇔ 4   x  M = 4   y  M ⇔   x  M =   y  M


    c 1


    x  M =   y  M


  a =   x  M =   y  M


    c 1


  𝜋   r 2


  10 𝜋


  r


    c 1


    r 2 = 10


    c 1


     ( x − a ) 2 +    ( y − a ) 2 = 10


    c 1


  l : y = 3 x


     ( x − a ) 2 +    ( 3 x − a ) 2 = 10


     ( x − a ) 2 +    ( 3 x − a ) 2 = 10 ⇔   x 2 − 2 a x +   a 2 + 9   x 2 − 6 a x +   p 2 − 10 = 0 ⇔ 10   x 2 − 8 a x + 2   a 2 − 10 = 0


  D =    ( 8 a ) 2 − 4 ⋅ 10 ⋅  ( 2   a 2 − 10 ) = − 16   a 2 + 400


  D = 0 ⇔   a 2 =  400 16 = 25


  a > 0


  a =   x  M =   y  M = 5


  m : y =  1 3 x


     ( x − a ) 2 +    (  1 3 x − a ) 2 = 10 ⇔  10 9   x 2 −  8 3 a x + 2   a 2 − 10 = 0


  D = −  16 9   a 2 +  400 9


  M


  l


  l


  M


  −  1 3


  M ( a , a )


  y = −  1 3 x + 1  1 3 a


  P


  y = 3 x


  3   x  P = −  1 3   x  P + 1  1 3 a ⇔  10 3   x  P =  4 3 a ⇔   x  P =  2 5 a


    y  P = 3 ⋅  2 5 a =  6 5 a


  r


    c 1


  𝜋   r 2 = 10 𝜋 ⇔   r 2 = 10 .


     | M P | 2 =   r 2 = 10


  … ⇔    (   x  M −   x  P ) 2 +    (   y  M −   y  P ) 2 = 10 ⇔    (  3 5 a ) 2 +    ( −  1 5 a ) 2 = 10 ⇔  10 25   a 2 = 10 ⇔   a 2 = 25


  a =   x  M > 0


    x  M =   y  M = 5


  M


  m


  m


  M


  − 3


  M ( a , a )


  y = − 3 x + 4 a


  Q


  y =  1 3 x


   1 3   x  Q = − 3   x  Q + 4 a ⇔  10 3   x  Q = 4 a ⇔   x  Q =  6 5 a


    y  Q =  1 3 ⋅  6 5 a =  2 5 a


  r


    c 1


  𝜋   r 2 = 10 𝜋 ⇔   r 2 = 10 .


     | M Q | 2 =   r 2 = 10


  … ⇔    (   x  M −   x  Q ) 2 +    (   y  M −   y  Q ) 2 = 10 ⇔    ( −  1 5 a ) 2 +    (  3 5 a ) 2 = 10 ⇔  10 25   a 2 = 10 ⇔   a 2 = 25


  a =   x  M > 0


    x  M =   y  M = 5


    x  P = p


    y  P = 3 p


    x  M =   y  M =  5 2 p


  d  ( M , P ) =     ( p −  5 2 p ) 2 +    ( 3 p −  5 2 p ) 2 =   9 4   p 2 +  1 4   p 2 =   10 4   p 2 =  1 2 p ⋅  10


    c 1


  𝜋   r 2


  10 𝜋


  r


    c 1


    r 2 = 10 ⇒ r =  10


  d  ( M , P ) = r


   1 2 p ⋅  10 =  10


  p = 2


    x  M =   y  M =  5 2 p = 5


  d  ( M , Q ) =     ( 3 p −  5 2 p ) 2 +    ( p −  5 2 p ) 2 =   1 4   p 2 +  9 4   p 2


    c 1


  𝜋   r 2


  10 𝜋


  r


    c 1


    r 2 = 10 ⇔ r =  10


  l


  3 x − y = 0


  d  ( M , l ) =   | a ⋅   x  M + b ⋅   y  M − c |     a 2 +   b 2 =   | 3 ⋅   x  M − 1 ⋅   x  M − 0 |    3 2 +    ( − 1 ) 2 =   | 2   x  M |   10


  r =  10


   | 2   x  M | = 10 ⇔  |   x  M | = 5


    x  M > 0


    x  M =   y  M = 5


  M


  m : x − 3 y = 0


  d  ( M , m ) =   | 2   x  M |   10


  M


  m :  1 3 x − y = 0


  d  ( M , m ) =    |  1 3   x  M −   x  M |    10 9


  d  ( M , m ) =  10 ⇔  |  2 3   x  M | =  10 3 ⇔  |   x  M | = 5


  O M P


    c 1


  𝜋   r 2


  10 𝜋


  r


    c 1


    r 2 = 10


     | M P | 2 = 10


    x  P = p


    y  P = 3 p


    x  M =   y  M = a


     | O P | 2 =   p 2 +    ( 3 p ) 2 = 10   p 2


     | O M | 2 =   a 2 +   a 2 = 2   a 2


     | M P | 2 =    ( p − a ) 2 +    ( 3 p − a ) 2


     | O P | 2 +    | M P | 2 =    | O M | 2


  10   p 2 +   p 2 − 2 a p +   a 2 + 9   p 2 − 6 a p +   a 2 = 2   a 2 ⇔ 20   p 2 − 8 a p = 0


  p ≠ 0


  20 p = 8 a ⇔ p =  2 5 a


     | M P | 2 =    (  2 5 a − a ) 2 +    (  6 5 a − a ) 2 =    ( −  3 5 a ) 2 +    (  1 5 a ) 2 =  10 25   a 2


     | M P | 2 = 10


   10 25   a 2 = 10 ⇔   a 2 = 25 ⇒   x  M =   y  M = a = 5


  O M Q


    c 1


  𝜋   r 2


  10 𝜋


  r


    c 1


    r 2 = 10


     | M Q | 2 = 10


    x  Q = q


    y  Q =  1 3 q


    x  M =   y  M = a


     | O Q | 2 =   q 2 +    (  1 3 q ) 2 =  10 9   q 2


     | O M | 2 =   a 2 +   a 2 = 2   a 2


     | M Q | 2 =    ( q − a ) 2 +    (  1 3 q − a ) 2


     | O Q | 2 +    | M Q | 2 =    | O M | 2


   10 9   q 2 +   q 2 − 2 a q +   a 2 +  1 9   q 2 −  2 3 a q +   a 2 = 2   a 2 ⇔  20 9   q 2 −  8 3 q a = 0


  q ≠ 0


   20 9 q =  8 3 a ⇔ q =  9 20 ⋅  8 3 a =  6 5 a


     | M Q | 2 =    (  6 5 a − a ) 2 +    (  2 5 a − a ) 2 =    (  1 5 a ) 2 +    ( −  3 5 a ) 2 =  10 25   a 2


     | M Q | 2 = 10


   10 25   a 2 = 10 ⇔   a 2 = 25 ⇒   x  M =   y  M = a = 5


  N


  l


  R ( 1 , 3 )


  y = −  1 3 x + 3  1 3


    x  N = 0


    y  N = 3  1 3


    c 2


  r =  | N R | =     (   x  R −   x  N ) 2 +    (   y  R −   y  N ) 2 =   1 2 +    ( −  1 3 ) 2 =  1  1 9


    c 2


    x 2 +    ( y − 3  1 3 ) 2 = 1  1 9


  N  ( 0 ,   3  1 3 )


    x 2 +    ( y − 3  1 3 ) 2 =   r 2


    x  R = 1


    y  R = 3


    r 2 =  1 2 +    ( −  1 3 ) 2 = 1  1 9

